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VORREDE. 



Dieses Bncb verfolgt den Zweck, dem Leser, der mit den 
Elementen der Mechanik and der Vektorenlehre bekajint ist, 
die Tbeorie der Tensoren und der mit ihnen nächstverwandten 
Größen in leicht verständlicher Weise zugänglich zu machen, so 
daß er in den Stand gesetzt wird, die Torhandene Literatur mit 
YerstÄndnis und mit der zuweilen erforderlichen Kritik zu lesen. 
Um von einer festen und eindeutigen Definition aiisgehen zu 
können, wurden zunächst die Tensoren als symbolische Faktoren 
definiert Bei der Durcharbeitung derselben stellte sich bald 
heraus, daß die Behandlung der von B.'H. Weber eingeführten 
asymmetrischen Tensoren auf Resultate führte, die Tollständig mit 
denjenigen übereinstimmen, welche von Gibbs mit Hilfe Ton 
Djadentripeln erlangt wurden. Die nähere Untersuchung zeigte, 
daß die Gibbsschen Dyadentripel mit den asymmetrischen Ten- 
soren sachlich identisch sind. Es schien also zweckmäßig, für 
beide eine gemeinschafthebe Bezeichnuug zu haben, und da habe 
ich das Wort „Diatensoren" vorgeschlagen, welches an die 
beiden ursprünglichen Namen ankHngt Herr R. H. Weber, dem 
ich den Vorschlag vorlegte, erklärte sich damit einverstanden; 
Herr W. Voigt legte hauptsächlich Wert darauf, daß der Name 
Tensor für die in seinen grundlegenden Arbeiten behandelten 
symmetrlBchen Gebilde erhalten bliebe; das ist geschehen. Auch 
zu der Mehrzahl der übrigen neu eingeführten Bezeichnungen 
habe ich die Zustimmung des Herrn R. H. Weber eingeholt — 
die tiefergehenden allgemeinen Untersuchungen von W. Voigt 
kommen in diesem Buche nicht zur Verwendung. 
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VI 



Die DiateDBorea enreisea Bich von selbst alB das natürliche 
Mittel zur analytiBchea Bebandlong deformatiTer Bewegungen. 
Sie werden also im ersten Teil im Zusammenhang mit der affln- 
projektirischen Baumtransformation behandelt, in der Art, wie 
dies bereits von Gibbs-Wilson geschehen ist Dabei maßten 
naturgemäß manche Sätze , die G ib b s unter Benutzung der 
dyadischen Form aufgestellt hat, in der tensoriellen Form repro- 
duziert werden. Es versteht sich von selbst, daß ich, soweit 
dies geschehen ist, die Priorität vod Gibbs anerkenne. Auf die 
komplizierteren Bildungen, wie die „double dot multiplication" 
von Gibbs, bin ich nicht eingegangen; sie liegen außerhalb des 
Torgesteckten Kahmens, und die mit ihnen erzielten Ergebnisse 
lassen sich, soweit sie in den Bereich des Buches fallen, mit den 
einfacheren Mitteln der Diatensorenrechnung schneller erzielen. 

Eine gewisse Breite der Darstellung schien mir mit Kncksicht 
auf das Maß der vorausgesetzten Vorkenntnisse erforderlich; ich 
hoffe, in dieser Beziehung annähernd das Richtige getroffen zu 
haben. 

Eingehende Anwendungen der Theorie vorzuzeigen wäre sehr 
erwünscht gewesen, verbot sich aber durch die ßückaicht auf den 
Umfang des Buches and den Wunsch, das Erscheinen zu be- 
schleunigen. 

Herr R. H. Weber hat die Güte gehabt, eine Korrektur zu 
lesen, und ich habe ihm für mancherlei wertvolle kritische Winke 
zu danken. 



Feldafing, im September 1913. 
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Druckfehler. 



Seite 24, Oleichnog (2): statt t«n< 91, S lies tensSCE, ebenso in der folgenden 
Zeile. 

, 31, Oleichung (3), in der neunten Qleichung: stutt y^ lies yg. 

„ 34, Zeile 12 von unten: statt .Vorbemerkung d)" lies , Vorbemerkung f)*. 

, 38, ■ 14 , oben: statt (j lies „t^^ in t^ abkürzt und f|". 

. 43, , 14 , unten: statt (i), » lies (i)9. 

. 72, Gleichung (7): statt hi{T^s + r,s^) Ues fi*(r,s,H-r,s,). 

, 84, Anmerkung, ZeUe 4: statt {^'1')^ Ues (l-IO^- 

, 105, Zeile 18 von unten: statt ,Qleicbnng (14)" Ues .Gleichung (15)". 

,115, , 11 g oben : statt d i^ lies d Ig -)-. 

, 123 n. 124, in dei' Seitenüberschrift: statt „Dysdenprodukten' lies ,Djado- 
produkten*. 

, 143, Gleichung (5): etatt <^3, lies S^j. 

, 177, Zeile 3 von oben: statt s^ lies Sj,. 

, 177, Gleichungen (l) und (2): Diese Gleichungen sind mit symmetrischen 
* und 1' gerechnet. Es fehlt der Hinweis darauf, daß die leicht 
Torzunehmeude Bechnnng mit asymmetrischen 'Z' und 1' auf dieselbe 
Gleichung (3) führt, welche im Text gegeben ist 
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Erster Teil. 

Skalare Tensoren und Diatensoren, 

speziell als Mittel zur analytischen Behandlung 

der afün-projektivischen Bewegung. 
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Vorbemerkungen. 



Bekauntschaft mit den Elementen der Vektorenrechnung wird 
im folgenden vorausgesetzt. Doch sind einige Bemerkungen voran- 
zuschicken, von denen die ersten sich auf die benutzte Schreib- 
weise beziehen, während die anderen einige Sätze behandeln, die 
in den deutschen Lehrbüchern der Vektorenrechnung meist nicht 
oder nur uuTollstäiidig erwähnt sind, die aber in der Diatensoren- 
rechnung gebraucht werden. 

I. Schreibart. 

Punkte werden durch arabische Ziffern bezeichnet; ein 
Koordinatenanfaog heißt in der Regel 0. 

Eine Linie, die von Punkt 1 zn Punkt 2 hingeht, kann 
geschrieben werden 1 —•■ 2 (wo keine Verwechslung möglich ist, 
1 2) oder (2 — 1). 

Das Wort Richtung wird immer einsinnig gebraucht, vom 
Punkt 1 zum Punkt 2 hin. Die doppelsinnige Bestimmung, wie 
sie durch die Gleichung einer unendlichen geraden Linie in 
karteeischen Koordinaten gegeben wird, heißt Doppelrichtnng. 

Absolutwerte, vorzeichenlose, stets positiv genommene 
Quantitäten werden geschrieben, indem man den sie bezeichnenden 
Wert zwischen zwei vertikale Striche setzt: | — x\ =: |3;|. 

Eiu Skalar ist eine Große, die durch Angabe eines Quantums 
und eines Vorzeichens bestimmt ist, und deren Vorzeichen sich 
nicht ändert, wenn man die Achsen des Koordinatensystems, in 
welchem er etwa auftritt, umkehrt. 

Pseudoskalare sind Größen, die gleichfalls durch eine 
Quantität und durch ein Vorzeichen bestimmt sind, deren Vor- 
zeichen sich aber umkehrt, wenn man die Koordinatenachsen 
umkehrt. 

Bndde, Tsntorea n. DT^den. j 
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2 Vorbemerkung I. Schreibweise. 

Ein Vektor ist jede Größe, die durch eine gerictitete Länge 
dargestellt werden kann. 

Winkel und Winkelkosinus werden, dem allgemeinen Gebraach 
entaprechend, in der Regel durch kleine, nach Bedürfnis markierte, 
griechiBche Buchataben bezeichnet. Winkel in der Regel durch 
ip, il>, at, EosinuB durch a, ß, i., fi usw. 

Mit dieser Ausnahme gilt durchweg die Regel, daß alle 
Vektoren mit deutschen, alle Skalare und Pseudoskalare 
mit lateinischen Buchstaben geschrieben werden, und zwar so, 
daß der Betrag eines Vektors v ohne weiteres durch den ent* 
sprechenden lateinischen Bnchstaben v dargestellt wird. Ist ein 
Vektor mit einem Buchstaben markiert, so genügt es, wenn der 
Hauptbuchstabe deutsch geschrieben wird, um ihn als Vektor zu 
charakterisieren . 

Zwischen Komponenten und Komponentenbeträgen wird ent- 
sprechend unterschieden. Die mit Richtung gedachten Kompo- 
nenten Ton a im System der x, j/, z sind a^, a^, iij, die skalaren 
Beträge derselben sind a,, Oy, a,. Der Unterschied dokumentiert 
sich in den beiden Gleichungen: 

a =: « , + a,, + «., 
a = V«; + «; + «;, 

von denen die erste vektoriell, die zweite algebraisch ist. 

Jeder mit einer Koordinatenrichtung markierte Skalar, z. B. r^, 
kann, ohne daß es erst besonders bemerkt wird, als Betrag der 
y-Komponente eines Vektors « aufgefaßt werden. 

Die skalare Division mit einem Vektor wird bekanntlich 

eindeutig durch die Eonrention, daß — die Richtung von a haben 

soll. Diese Konvention wird akzeptiert 

Ein Einheitsvektor von der Richtung « und der Länge 1 

kann auf dreierlei Weise geschrieben werden: ~, fl^ und 1,. In 
dieser Schrift wird die letztere Bezeichnung geführt 

Die Buchstaben i, j, I bleiben reserviert für die Grund- 
vektoren, d. b. Einheitsvektoren, welche in die Richtung der 
positiven Koordinatenachsen fallen. Wo ein Koordinatensystem 
angenommen wird, denke man sich die Grnndvektoren gleich mit- 
gegeben und umgekehrt. „System der i, j, t" ist gleichbedeutend 
mit „System der x, y, s". 
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Vorhemarkung II. Meziprokale Vektoren. 3 

Eine Ebene, welche durch zwei Vektoren n und 6 beatimmt 
ist, wird „Ebene afp" geachheben. Für Eoordinatenebenen, die 
danach „Ebene der £ 4" usw. heißen müßten, wird dem allgemeinen 
Gebrauch zuliebe eine Ausnahme gemacht; wir achreiben sie, 
wie üblich, „a^j-Ebene" usw. 

Vektoren, die einer und derselben Ebene parallel sind, heißen 
komplanar, solche, die einer und deraelben Doppelrichtung 
parallel sind, heißen kollinear. 

Das skalare Produkt aua zwei Vektoren a nnd Ip Bcbreiben 
wir (ab) oder, wo kein MißTeretändnis möglich ist, einfach ah. 
Ein Komma oder Punkt wird nur dann zwischeugesetzt, wenn es 
aich darum handelt, die beiden Faktoren deutlich voneinander zu 
trennen, z. B. (n, m + m) ist das Produkt auB « nnd ai -|- m. 

Das vektorielle Produkt aus n und i wird geschrieben [ob]; 
auch hier wird ein Komma nur zwiacbengesetzt, wo ea der Ab- 
grenzung wegen erforderlich ist Nach der obigen KouTention ist 
für das aufgelöste Produkt [all] zu schreiben: 



[«1'] = 



I 



b^ hy b. 

und es sind in der Determinante außer den i, j, f keine deutschen 
Buchstaben zu verwenden. 

n. Reziprokale VektorenBysteme nach Oibbs. 

a) Tripelprodukt (aBc). Sind «, b, c drei nichtkomplanare 
Vektoren, so ist bekanntlich 

.[Ic] = !.['«] = «[•>] (1) 

und jeder von diesen drei Ausdrücken ist der pseudoakalare 
Inhalt dea Parallelepipeds mit den Seiten a, b, e. Da keine Ver- 
wechslung möglich ist, bezeichnen wir diesen Inhalt kurz mit 

("»<)■ 

Der Inhalt dieser Klammer ist kommutativ unter der Bedingung, 
daß die zykliacbe Anordnung nicht gestört wii-d. Anderenfalls ist 

(.K) = -(.,!,) (2) 

(i|l) = -(ili)=l (S) 

Sind die Vektoren a, b, c komplanar, so ist (n b c) ^ 0. 
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Vorbemerkung JJ. lUziprohtle Vektoren. 



b) Determinantenformel für (aSr). Die Tripelprixtakte 
der obigen Art aus drei GmodTektoren Terechwinden aämtlich mit 
Aasoabme von (tjl) und (tfj), weil (üj) usw. komplanare Vek- 
toren euthalteo. Schreibt mau aho: 

^ a„i -4- ay\ + a,l, 1 

6 ==iJ + J,i +*,(,} (1) 

c = e,i + c,i+ c.l ] 
und fiibrt damit die Berechnung von (abc) aus, so findet man: 



(*6c)= K hy b. (2) 

c) Darstellung eines beliebigen Vektors darcb drei 
■andere nichtkomplanare Vektoren, Gegeben seien dreinicht- 

komplanare Vektoren 0, 6, c; ein vierter Vektor n soll durcb sie 
ausgedrückt werden. Der Augdruck wird die Form haben: 

b = U+ m6 + «e, (1) 

wo },rn,n Skalare sind, die bestimmt werden müssen. Multipliziert 
man mit [fpc], so ergibt sich: 

ö[l)c] = i«[6t] + ml>[lic] + «e[6t] (2) 

Die beiden letzten Produkte auf der rechten Seite sind Null, 
weil sie komplanare Vektoren enthalten, also bleibt: 

0[6c] = Z(iibc), (3) 

folglich mit zyklischer Fortsetzung: 

;=,(•»_■) „_&1^ „_(l«i) (« 

.d„ . = J^. + Sr4> + Öi^Jl, (5) 

(obc) (ic«) ((«l") 

Die Nenner sind sämtlich gleich. 

d) Reziprokale Systeme, Die Schlußgleichnng des vorigen 
Paragraphen kann, da (a b c) pseudoskalar ist, geschrieben werden : 

Die drei Größen j^.-K usw. sind Vektoren, welche der Reihe 
(n6c) 

nach auf den Ebenen it, ta und « h senkrecht stehen. Man be- 
zeichnet sie mit a', b', c*. Die vorstehende Gleichung lautet dann: 
ö = (i,n')o + (l.b')b+(Bt'U (2) 
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Vorhemerku/ng II. •Mexiprokale Vektoren. 



(■', Vj c' heißen „das zu n, b, c reziprokale System". Daß 
0, b, c nichtkomplaDar seien, ist wesentlich, dann sind auch «', Ip', c' 
nichtkomplaoar, weil de anf den Ebenen 6, c usw. senkrecht stehen. 

Die Definitionen von «', b', c', der Deutlichkeit wegen heraus- 
gehoben, lanten: 

„'-M_ w-VA. ,'_MI. . m 

(o6e)' («bt)' (obc) ^' 

Es gelten für sie die folgenden Sätze. 

e) Die Reziprokalität ist gegenseitig. 

Beweis: Da n', b', c' nicbtkomplanar siod, kann man setzen: 
■o = Va' -\-m'V -\-n'c' (1) 

Da nun nach d) •' = tW^ usw. ist, kann diese Gleichung 
ersetzt werden durch: 

(obe)» = i'[be] + »»'[co] + n'[ab] (2) 

Multipliziert man sie der Reihe nach skalar mit ii,b, c, so 
erhält man: 

(iibt)(bB) = m'{iib(), m' = lib,l .... (3) 
(abt)(cte)= «?(»bc), n'=Br,J 

also: 

ü^(ö«)a' + (»b)b' + (wc)t', (4) 

die zu d) (2) symmetrische Gleichung, welche den Satz beweist 

f) Aus der Definition ergibt sich unmittelbar: 

(.'.) = (fl) = (c'0=l, (1) 

(.'l) = (l.'.) = (l'.) = (,■!) = ((■.)= (.'0 = 0. . (2) 

Umgekehrt: Sind u, b, tu und o, b, c zwei Systeme, welche den 
Bedingungen genügen: 

("«) = (»<•) = ("0 = 1 (3) 

und 

(ilb) = (ob) = (ttt) = (otii) = (Be) = (bW) = 0, . (4) . 

so sind II, B, kB und n, b, c reziprokal zueinander. 

Beweis: Drückt man u, B, bi nach e), Gleichung (4), in a', b', c' 
aus, so erhält man: 

i. = (ua)a' + («b)b' + (uc)c',| 

B = (öo)a'+(Bb)b' + (Bc)c',[ (5) 

to = (lott)ii' -(-(hib)b'-t-(RPc)c',J 
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Vorbemerkung II. Seziprokale Vektoren. 



rmd wandet maa hieratif die Torgeachriebenea BediDgungs- 
gleichuDgen an, so ergibt sich ohne weiteres: 

« = «', !> = »', w = e* (6) 

g) AuB der Gegeneeitigkeit der Beziehungen folgt ohne weiteres: 

. = -££:]- t = -^'^- t = ü^. 

(«'t'O («''0' («'tv) 

h) Sind a', V, c' und a, i, t reziprokale SyBteme, so ist 

(»ic)(a'l'0 = l (1) 

Beweis: Definitionsgemäß ist (die Glieder des skalareo Pro- 
duktes sind, wie die des rektoriellen, durch ein Komma abgegrenzt) 

^° " U(«tc)'(«i0J'(«»<V 

= (iTir.([["i["i]'["']> « 

Für das Produkt [[fc c] [c n]] liefert die Vektorentbeorie den Satz : 

[[»c][c«]] = (atc)<; (3) 

also: 

•''■'' = (^-('">-('["''i) = r.ir) w 

i) Reduktion eines Produktes (uat0)(a6c). Mittels des vor* 
stehenden Satzes kann die Aufgabe gelost werden, das Produkt 
aus zwei Tripelprodukteu der hier behandelten Art durch neun 
rein skalare Produkte auszudrücken, a, i, t seien drei nicbtkom- 
planare Vektoren und u, tp, tu drei weitere. Setzt man: 

V := tnia' -\- tn^i' •\- nigt'A (1) 

10= Ml n' + «ä b' + Wj (', J 
zerlegt beiderseits nach den Achsen und berechnet damit (uvu)) 
als Ux(vyW,^v,w^) -\-usw., so er^bt die umBtändlichc, aber un- 

Bchwierige Ausrechnung: 

(uöW) = i",m3«jB (o'6'c'). (2) 



l 


l 

m 




« 


«. 


«. 
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Vorbemerkung II. Reziprokale Vektoren. 



Nach f), Gleichung (5), ist non 7, = (ua), (j = (ni) usw., 
und da außerdem (n'6'c') = -7—^-^^ ist, so folgt: 



(itou>}(ii6() = 



u« 


»6 


IIC 


Va 


Uli 


Ot 


loa 


toti 


tue 



(3) 



k) Drei rechtwinklig zueinandeiBtehende Einheitsvektoren 
Bind ihre eigenen Beziprokaleu; sie sind das einzige Vektoren- 
sjatem, welches diese Eigenschaft hat. 

Leicht aus der Definition und f) zn beweisen. 
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Erster Absehnitt. 

Diatensoren in tensorieller Form. 



Erstea Kapitel: TeilBoreiL 
1. Homogene lineare Vekforfunktion; DUfensor. 

Die TerweDdeteo KoordiDateneysteme Bind, wenn nicht das 
Gegeoteil ausdräcklicb bemerkt ist, eio für allemal rechtwinklig 
und rechtshändig gedacht 

Es seien 

txx, (,», '», 'v.. tzv, '.=, *^M t^v' '», 

neun reelle Skalare. Es Eei 9 ein gegebener Vektor und die 
Beträge seiner Acbsenkomponenten in einem System der x, y, e 
werden mit A^y A^, A, bezeichnet. Aus 9t werde ein neuer 
Vektor 9 gebildet durch die Operation 

9 = (t^^A^ + t.yAi, + t^.A.) i ] 

+ \h.A^ + tyyAy + ty.A.)i\ (1) 

+ (t.xA^ +t,yAy +t.,A.)t,\ 
dann heißt 9 eine homogene lineare Vektorfunktion von % 
Die Gleichung (1) beißt in dieser ganzen Schrift Grundgleichung. 

Wir setzen voraus, die Operation, welche durch die Glei- 
chung (1) ausgedrückt ist, werde in einem bestimmten Koordinaten- 
system der X, y, z ausgeführt, und die Werte der neun Koeffi- 
zienten ixii tyn usw. seien für eben dieses Koordinatensystem 
bekannt gegeben. 

Dann fassen wir die ganze Operation, welche durch die 
Gleichung (1) dargestellt wird, zusammen in die symbolische 
Gleichung 

8 = W» (2) 

uud nennen (i) einen Diatensor, und zwar einen skalaren 
Diatensor, weil und solange die Voraussetzung beibehalten wird, 
daß seine Glieder Skalare sind. 



D.smzectv Google 



§1 U.2. Diatemor, Tensor. » 

Die Klammer, in welche t gesetzt wird, bat den Zweck, seine 
Bedeutuug als Diatensor berTorzubebea ; sie kana fortgelassen 
werden, wo kein MißTerständnis möglicb ist. Die rechte Seite 
von (2) liest man als Produkt: Diatensorvektorprodukt i mal 9; 
das Diatensorrektorprodukt ist identisch mit einer linearen Vektor- 
funktion von %. S beißt das Argument 

Ein Diatensor ist hiernach definiert als symbolischer 
Faktor, welcher einen Vektor eindeutig in eine seiner 
linearen homogenen Vektorfunktionen überfährt 

Die Eindeutigkeit foJgt daraus, daß die Gleichung (1) linear ist 

Die sjmboliscbe Multiplikation mit (t) ersetzt die neun f^inzel- 
multipUkationen der Gleichung (I). 

Der Diatensor (t) ist bestimmt durch seine neun Glieder. 
Uan nennt diese Glieder auch seine Komponenten. Jedes ein- 
zelne Glied kann sowohl poeiti? wie negativ gedacbt sein, sein 
Vorzeichen ist in beiden Fällen unabhängig von einer etwaigen 
ümkebrung der Koordinatenrichtangen. 

ÄDmerkuDg 1. Statt des Worte« DiateuBor findet sich iu dar Literatur 
die BezeichouDf; „agymmetriicher TenflOr" und „TenBOrtripel" ; Näheres hier- 
über weiter unten. 

Anmerkang 2. St&tt des Aatdruckes DiatensorTektorprodakt findet 
sich in der Literatur zunaohBt das Wort Tensor Vektorprodukt, dann auch 
der abgekürzte Ausdruck Tensorprodukt. Das Wort Produkt wird aber im 
folgenden noch so vielfach und in bo manchcTlei Beziehungen gebraacht, 
daQ es der DeuUiuhkeit wegen zweckmäßig iBt, die vollständige Bezeichnung 
beizubehalten. 

2. Tensor, 

Für viele Zwecke der theoretischen Physik kommt man mit 
Diatensoren aus, bei denen t,^ = (y,, i^, = t,,, t^^ = t^y ist; 
sie heißen symmetrische oder orthogonale Tensoren, oder nach 
W, Voigt Tensoren schlechthin. Wir benutzen die letztere Be- 
zeichnung. Vollständig würde sie lauten „skalarer Tensor", 
doch wird der Zusatz „skalar" im folgenden in der Regel als 
selbstverständlich vorausgesetzt. Die Grundgleichung nimmt dem- 
nach für den Tensor die Gestalt der nachfolgenden Gleichung (1) 
an, und ein Tensor (t) ist definiert durch die Festsetzung: 
Wenn 

» = ((„^^ + t^yAy -\- U^A,)i I 

+ {L,A,+t,,A,+t,.A.)i (1) 

-i- (t„A, + t,.Ay + t..A.)t,] 
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$3 V.3. Tmtor, Temorelliptoid. 



80 ist 

» = ««• (2) 

(t)9 heiCt eia Tensorvektorprodakt, .und der Tensor (c) hat die 
sechs Glieder t^^t t^i Ui, t^i, t,x, 'cir Soll der sechsgUedrige 
Tensor (t) durch Angahe seiner Glieder charakterisiert werden, 
so schreiben wir ihn: 

(t) = K*„, *„, („, (,., U, W) (3) 

oder 

t^,t,yt,. (4) 

Die Glieder werden stets in der hier gegebenen Anordnung auf- 
gezählt. 

Die Glieder eines Tensors werden als Skalare mit lateinischen 
Buchstaben geschrieben, der Tensor selbst mit einem griechischen 
BuchBtaben. 

Es wird sich im Laufe der Untersuchungen von selbst heraus- 
stellen, daß die Schreibart der Gleichung (4) die rationelle und 
allgemein durchführbare ist. Im Anschluß an dieselbe bezeichnen 
wir die drei Glieder di, t„y, t,, als Diagonalglieder des Tensors; 
die übrigen heißen Seitenglieder. In der Literatur heißen 
txxi t^^i in meist Komponenten erster Art, die anderen solche 
zweiter Art. 

Das erste Kapitel beschäftigt sich ausschließlich mit den hier 
definierten Tensoren. 

3. Tensorellipsoid. 

Da eine Mittelpunktsöäche zweiten Gi'ades durch sechs Kon- 
stanten bestimmt ist, kann eine solche immer dazu dienen, ein 
secbsgliedriges Gebilde geoinetrlBch darzustellen. Wir stellen 
daher unseren Tensor, dessen Glieder (m usw. sind, dar durch 
die Fläche 

Das konstante Glied dieser Gleichung ist willkürlich. Als etnfaobBten 
Wert desaelben wählen wir die Einheit, und zwar soll, um die Gleichung 
homogen zu machen, das Zeichen 1 das Quadrat der Längeneinheit bedeuten, 
wenn die Skalare t^^ usw. reine Zahlen sind, was iu vielen i'ällen der An- 
wendung zutrifit; haben sie eine von Füll verschiedene DimenBion, die dann 
natürlich für alle f„, dieselbe sein muH, bo wäre die Dimension der Eins 
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§ 3. Tensorellipgoid. 



«DtBpreohend zu äudern, was aber so einfach itt, daß es hier nicht weiter 
berQokaiohti)^ wird. Sollte die ganze Fläche mit den gegebenen Werten 
der (^jj naw. imaginär werden, ao Hchreibt man +1 statt — 1; aaoh dies 
wird im folgenden nicht beeoaderi hervorgehoben. 

Die durch (1) dargestellte Fläche neunt man gewöhnlich das 
Tensorellipsoid, ohne damit sagen zu wollen, daß sie nicht 
auch ein anderes Gebilde zweiter Ordnung, z. B. ein Hyperboloid, 
ein Zylinder oder ein D^enerationsprodnkt dieser Flächen sein 



Fig. 1. 



kann. Ihr Mittelpunkt ist der Ko- 
ordinatenanfang 0. 

Wir fragen zunächst, wie sich 
die Abhängigkeit des Vektors 39 von 
% Tennittelst dieses Ellipsoids aus- 
drückt. Zu dem Ende denke man 
eich 81 und S an angeheftet. 

Dervon ans gezogene Vektor Sl 
schneidet das Ellipsoid in einem 
Punkt 1 (Fig. 1), dessen Koordinaten 
sind X, y, e. Legt man in diesem Funkt eine Tangentialebene an 
das Ellipsoid nud nennt £, ij, % die laufenden Koordinaten dieser 
Ebene, so hat sie die Gleichung: 




Nun ist nach (1) 



8»^ 



8«^ 



also nach (2) auch 



. , 8« , 8«. , 



(3) 



(*) 



Macht das von auf die Tangentialebene gefällte Lot mit den 
Achsen die Winkel A, ^, i>, eo ist bekanntlich 



oder, wenn mao die Wurzel mit — bezeichuet, 



cos A r= j» ^ 



8« 



(5) 
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12 § 3. Tetuoreniptoid. 

Nun ist, vie Bicb durch DifFerentiatioD von (1) ergibt, 

|f = '..^ + f..!' + '..'- (6) 

Nennt man r dea Kadiusvektor 1, also den Teil tod fl, der 
zwischen and der Fläche 2 liegt, tmd ist t das Verhiütnis -j , 
80 ist 

X ^ eAx, y ^ 6^,, z = eA, (7) 

AIgo ist nach (6) 

||=e((..J. + (.,^„+(.,A) = *B. (8) 

und entsprechend in y und z. Also folgt aus (5) 

cos i : cos ft : cos » = Bi : B„ : B, (9) 

Das heißt: 9 fällt in die Richtung des Lotes auf die Tangential- 
ebene, welche im Durchschuittspunkt tos % an das Ellipsoid 
gelegt wird. Die lÄoge dieses Lotes ist bekajintlich 



imhO'^O" 



also dieselbe Größe, welche oben mit p bezeichnet wurde. Es ist 
nach (8) 

l sp p r 

B verhält sich zu A, wie ~ zu r. Somit ist durch (9) 

und (10) Richtung und Betrag von 33 eindeutig bestimmt. 

Dm Ellipsoid kanii in speziellen Fällen zum RotatioDaellipiaid oder 
auch zur Kugel degenerieren; im letzteren Fall ist t^^ = ty, = t,^ = 0, 

p wird identisch mit r und t^^ ^ t := 1^^ = —^- Dia durch die Grtmd- 
gleiobuug dargestellte Operation entartet also zur einfaches MultipUkation 
mit dem Skalar --^■ 

Sind zwei toq den drei Achsen des EllipBoids einander gleich, die 
dritte aber toq beiden verschieden, so sind bekanntlich alle Durchmetaer 
des Ellipsoids, die auf der dritten Achse senkrecht stehen, gleichwertig. 
Demgemäß kann man die beiden gleichen Durcbmesser des Ellipsoids nnter 
der Bedingung, daÜ ihre Recbtwiiikligkeit beibehalten bleibt, beliebig in 
ihrer Ebene drehen, ohne daß cler Tensor, dem das EUipaoid entspricht, 
dadurch geändert wird. 
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§ 4. Änderungen dn Koordtnateniygtem». 



4. Änderungen des Koordinatensystenu. 

Beziehen sich die Werte von fxx usw. auf ein bestimmtes im 
Raum festgelegtes Koordinatensystem, so hat das Ellipsoid 20 = 
eine feste Lage im Raum ; 1 ist ein eindeutig bestimmter Punkt, die 
Tangentialebeiie in 1 ist eindeutig gegeben, ebenso^; also ist die Be- 
ziehung zwischen 9( und 9 eindeutig, wie es die Deänition verlangt. 

Diese Eindeutigkeit besteht aber nur, solange das Tensor- 
ellipsoid im Raum festliegt. Denn denken wir uns ein zweites 
Ellipsoid, welches mit dem ersten gleiche Dimensionen, aber 
andere Lage hätte, während % seine anschaulich vorgezeigte Lage 
im Raum beibehält, so würde in diesem zweiten Ellipsoid p im 
allgemeinen einen anderen Betrag und eine andere Lage haben 
als im ersten. Die Gleichungen (9) und (10) des vorigen Para- 
graphen würden also im allgemeinen einen anderen Vektor 9 
bestimmen als den dort behandelten. Es ergibt sich hieraus, daß 
die feste Lage des Tensorellipsoids im Kaum eine notwendige 
Eigenschaft des zugehörigen Tensors (r) ist, und daß, wenn man 
von dem zu Anfang gegebenen Koordinatensystem der x, y, e zu 
einem anderen System der g, i;, t übergeht, die sechs Glieder 
des Tensors (t) eine der Änderung des KoordinatensystemB ent- 
sprechende Transformation erfahren müssen. Die Art dieser 
Transformation ergibt sich einfach aus der Darstellung durch 
das Tensorellipsoid. Will man an Stelle der x, y, e ein anderes 
Koordinatensystem der |, r}, f einführen, so hat man die Glei- 
chung 2 = nach bekannten Regeln auf die £, ij, t zu trans- 
formieren; die Koeffizienten von |^, tj^, g', 2jjg, 2g|, 2|i) in 
dieser transformierten Gleichung sind die Glieder oder Kom- 
ponenten des Tensors (t) in dem neuen Koordinatensystem. 

Sind die Kosinus der Winkel, welche die Achsen beider 
Koordinatensysteme miteinander machen, durch das Schema ge- 
geben (cos 3;, I =: «j usw.) : 





X 


y 


e 


1 


«1 


«» 


«a 


1 


A 


P, 


A 


e 


!■■ 


r. 


n. 



SO lauten die Transfonnationsgleichungen, wie bekannt, 

a: = «, I + (5, jj + y, g usw., 
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§ 5. Hauptackten, Konstituenten. 



(I) 



nod wenn man dies in die Gleichtuig (I) des §3 einfuhrt, ergibt 
die Ausrechnimg : 

tu = '««< -I- fvv'^ + '""i + '»•«»«» + '« «»«1 + '«f «1 «I. 

(;c = <.«y,* + ^vi-r»* + i'.ri + tv-rsY» + '«nn + i^vy^y,, 
t^c = t.,ßty, -\-tyyß,yt +t..ß,y, + iy..Hß»y<^ + ß»7») 

+ t„-i(ßtr, + ß,y») + Uy-i(ß,y, + ß»r,), 
t-A = *..ri «1 + '(.i/rs«» + '«n«« + *M- i (va «ä + y* «») 

Die KosinuB treten in den Gleichungen eämtlich in zweiter 
Dimension auf; dies verweist darauf, daß sie nicht Richtiingen, 
aondem Doppelrichtnngen festlegen. In der Tat, von den beiden 
Hälften je einer Hauptachse des Eilipsoida ist die eine räumlich 
Tor der anderen nicht ausgezeichnet, und für die Bestimmung 
der Stellung des Ellipsoids im Raum ist es gleichgültig, ob man 
die Sichtung seiner Hauptachsen umkehrt. 



S. Hauptachsen, KoostitueoteD. 

Die Tatsache, daß das EUipsoid des Tensors (i) im Raum 
eine bestimmte Stellung hat, weist darauf hin, daß dem Tensor 
als solchem drei bestimmte Doppelrichtungen im Baum zugeordnet 
sind. Es liegt nahe, die drei Hauptachsen des Ellipsoids als 
maßgebend für diese Doppelrichtungen anzusehen; wir nennen 
sie demgemäß die Hauptachsen des Tensors. 

Wir bezeichnen nun die Doppelrichtungen der Hauptachsen 
durch o, b, e, ihre Beträge durch t^, tt,, h, und markieren über- 
haupt die auf a, b, c bezogenen Grüßen entsprechend. Legt man 
drei Koordinatenachsen der g, >j, £ in die drei Doppelrichtungen 
o, b, c, so verschwinden bekanntlich die Produkte von je zwei 
Koordinaten aus der Gleichung des Ellipsoids, und sie nimmt die 

Form an: (.{. + („. + (.J. = 1 (1) 

Die drei Größen t^, h, tc heißen die Konstituenten des Ten- 
sors (c). Im System der |, ij, t druckt z sich aus durch 
ita 
z = \0 t„ (2) 

[O (e- 
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§6. Transformation von den Hauptaciuen auf ein Koordinafenm/gtent. 15 

In einem beliebigen rechtwinkligen KoordinateiiBystein sind zar Be- 
stimmung der Doppel riohtungen a, b, e drei Angaben erforderlich; a wird 
durch zwei Winkel, die e» etwa mit den Achaea der x nad y macht, fest- 
gelegt; dann ist b durch einen weiteren Winkel bestimmt, und c ist durch 
die ReohtwiDkliffkeit des Systems mit bestimmt. Im ganzen bilden also die 
drei Angilben über a, b, c nebst den drei Konstituenten wieder sechs Be- 
stimmungsstücke, die den Tensor in einem beliebigen Koordinatensystem 
Charakter isieren. 

Nennt man die Beträge der Halbachsen des „Ellipsoids" 
von (t) ra, Tb, rc, so zeigt Gleichung (1) ohne weiteres, wie die 
Konstitaenten durch diese Halhachaeu ausgedrückt werden; es ist 

t« = ~, h = \, t, = ^ (3) 

Ferner reduziert sich die Gruodgleichung auf 

»„ = („ä„, »6=(t%, », = (,«,. ... (4) 
Die Hauptachsen des Tensors sind notwendig invariant, da 
ja die Traasformation von einem Koordinatensystem auf das 
andere von Tomherein auf ihre Invarianz gegründet wurde. 

6. Transformation von den Hauptachsen auf irgend ein 
Koordinatensystem und umgekehrt. 
Ist ein Tensor durch seine Konstituenten gegeben, so bietet 
sich die Aufgabe dar, seine Glieder für ein beliebigeB Koordinaten- 
system der X, y, z auszudrücken. Lautet das Schema für die 
AVinkelkosinus der Achsen 





a 


b 


e 


X 


", 


«1 


». 


y 


ß. 


ß. 


ß. 


n 


n 


r. 


n, 



so ergibt sich die Lösung unmittelbar aus § 4. Man braucht 
in den dortigen Gleichungen nur t^^ = ta, t^y = ^, t,, = tc, 
ty, = tya ^ t^y z= zu setzen und auf der linken Seite statt der 
griechischen Buchstaben lateinische zu schreiben, so erhält man: 

f„ = '.|S? + !.« + (,«, 

f., =*.)■;' +'>rf + '.i'.'. 

'» = <.«,ft + i.«!A + f.«.A-l 



(1) 
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16 § 6. Trantformation von den Hauptachten auf irgend ein 

Die Achsenkompouenten Ton B in Aa, Ah, Ae ausgedrückt, sind 
B^ = a, taA„ + a^UAi + a^t^Ä^A 

B^ = ß^taA^ + ßthAj. + ß^UA,A (2) 

B. = Y,LÄ^ + r*h'At. + y,t.^.) 

Iq A„ A^ A, erhält man die EompODenten tob £, indem 
man die Werte von t^x, lyy usw. aas Gleichung (1) in die Gnmd- 
gleichnng einsetzt. 

Die umgekehrte Anfgabe, a,b, c za bestimmen, wenn t^x, 'vv< 
t,, usw. gegeben sind, ist identisch mit der bekannten Auigabe 
der analytischen Geometrie, die Hauptachsen eines EUipsoids zu 
ermitteln, wenn das Ellipsoid durch seine Mitlelpunktsgleichung 
in einem beliebigen Koordinatensystem der x, y, e gegeben ist Sie 
wird später (§ 19) eingehend behandelt, hier sei nur der Satz 
vorweggenommen, daß sich für jeden Tensor drei reelle Haupt- 
achsen finden, so daß auf imaginäre Werte keine Rücksicht zu 
nehmen ist. 

Bei Betrachtung der Gleichung (1) Bieht man, daß ihre rechten Seiten 
drei Kolocneu bilden, derart, daß in der ersten Kolonne nur t^ vorkommt, 
in der zveiten und dritten nnr t^ bzw. t^ Das läQt eich offenbar dahin anf- 
fasaen, daü jeder der Kongtitnenten für sich transformiert wird. Wire z. B. 
nnr ia gegeben, (^ und t^ aber bedentungslos, so würden die Formeln lanteo: 

t,.-W. W = '«^?. '» = W. ] (gj 

ty.^'ahYl- ',x='«n"l> txy^U"lßl-i 

Man kann also t^ f nr liah als eine Größe ansehen, die sich «eibständig trans- 
formiert, ebenso (j und (,.. Diese Auffassung wird später bei Betrachtung 
der Wirkangen einet Tensors bestätigt, da sieh herausstellen wird, daß jeder 
der drei Konstituenten eine besondere Dehnung herbeiführt. Von ihr aus- 
gehend hat W. Voigt ursprünglich jede einzelne der droi GroQen tg, (^, t^, 
als einen Tensor, und ihre Oeaamtheit als ein Tensortripel bezeichnet. 
Das ist völlig berechtigt; es ist indessen allgemein gebräuchlich geworden, 
den Namen Tensor auf die Gesamtheit der drei Konstituenten einsohlieQlich 
ihrer Doppelriohtungen, also auf unser (i) anzuwenden. 

Mit einer allerdings sehr erheblichen Ausdehnung des Summenbegriffes 
kann man den Tensor auch als die Summe seiner sämtlichen Glieder auf- 
fassen. Auf Grund der im Eingang gegebenen Definition des Tenaore liegt 
für diese Ausdehnung des Summenbegriffes keine Motivierung vor; eine 
solche ergibt sich aber, wenn der Teasorhegriff auf andere Aggregate 
von ähnlichem (Charakter ausgedehnt wird, die nicht bloß als sjmholiacbe 
Faktoren gedacht sind, sondern als physikalische Vektorensysteme oder 
Eigenschaften eelhstäncÜge Existenz haben. Vorläufig wollen wir von der 
Ausdehnung nur an dieser Stelle Gebrauch machen; dann ist der Einzeltensor 
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Koordinatensyttem oder amgekekrt. § 7. Invarianten. . 



Die« Btimmt genm übttrein mit der Formel für die TnuaHforroatioD eine! 
Vektorqnadrate«. Soll der Vektor », der in die Doppelrichtung a fällt, vom 
EoordiDBtenaystem der a, h, e auf diejenige der x, y, i tranaformiert werden, 
' Bo ist bekanntlich 

±d = dn, + dj», + liy„ 

»s = ^s = t,i'«ä+c»^i'+t^"y,' + 2 7.i'^iy,+ 2(,V,''i+2V»«j|Sj. 

Zerlegt man al*o D' in die seoba hier anftretenden Summanden, lo 
haben die einzelnen Sammanden genau die*elben Koeffizienten, wie diejenigen 
in Gleichung (4). Man spricht die* aui in dem Satz: Teneoren trans- 
formieren «ich wie die Quadrate von Vektoren. 

7. Invarianten. 

Addiert man in Gleichung (1) des Torigen Paragraphen die 
drei DiagonalgUeder, so erhält man: 

.W + V»+'"='- + 'i. + '= (1) 

d. h. die Snmme der Diagonalglieder ist für einen gegebenen 
Tensor ioTariant gegen Drehungen des KoordinatenByetems. Dieser 
Satz hängt offenbar mit dem geometrischen Satz zusammen, nach 
welchem die Summe der reziproken Quadrate eines Tripels von 
rechtwinklig zueinanderstebenden Semidiametem für ein gegebenes 
EllipBoid konstant ist Die TOrstehende Gleichung folgt übrigens 
auch unmittelbar aus § 4, Gleichung (1), wenn man die bekannten 
Beziehungen «gOg -i~ ^a^a ~l~ YVtt =^ ^ ^^^- benutzt. Durch direkte 
Ausrechnung mit Hilfe der Gleichung (1) des § 6 beweist man 
femer die Invarianz der beiden folgenden Ausdrücke zweiten und 
dritten Grades: 

lyvt,. + t.,U^ + („,(„» — (/^^ + (,". + Uv) = 'fc*< + tX + tah, (2) 

'«(w!''" + 2(„,(,^(^y— (i„V,-l-/„a+Wi,) = Mt(.. . . (3) 
Der Ansdruck auf der linken Seite TOn Gleichung (3) ist identisch 
mit der Determinante: 

Ux ixy t.^ 

t^„ tvy l„. 

... t,^ ty. U. 

Wir nennen diese die Determinante des Tensors. 

Budda, TsDunn d. Djulm. • 
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§ &. Wählbarkeit, QUiehheit von Tauorcn. 



8. WiUlnrkcit von Tcniorsliedeni; Oleicbfaeit von Tcnforen. 

Die sechs Glieder ixi, ty^ usw. eines Tensors sind durch die 
Definition keiner Beschränkang unterworfen; auch mögen ihre 
Werte sein, welche sie wollen, man kann immer die in einem 
gegebenen Koordinatentystem zu ihnen gehörige Mittelpankts- 
fläche hilden. Man kann also jederzeit sechs Zahlenwei-te von 
beliebiger Größe als Glieder eines Tensors auffassen oder vor- 
schreiben, TorauBgesetzt, daß man sie auf ein bestimmtes Ko- 
ordinatensystem bezieht und daß m&a ihnen die Eigenschaft zu- 
schreiben darf, sich bei Änderungen des Koordinatensystems gemäß 
§ 4 zu transformieren. Das gilt auch, wenn es sich nicht um 
reine Zahlen, sondern am skalare physikalische Größen anderer 
Ai-t handelt, dann aber selbstverständlich unter der Voraussetzung, 
daß die sechs in Frage kommenden Größen gleiche physikalische 
Dimension haben. 

Zwei Tensoren sind offenbar gleich, wenn ihre Glieder, in 
der vorgeschriebenen Reibenfolge angeordnet, in ein und demselben 
Koordinatensystem einander einzeln gleich sind. 

Als Spezialfall folgt hieraus: Zwei Tensoren sind gleich, 
wenn sie Hauptachsen von gleicher Doppelrichtung haben und 
wenn ihre den gleichgerichteten Achsen entsprechenden Eon- 
stituenten gleich sind. 

Da die Vektoren 91 und 8 keinen bestimmten Ort im Raum 
haben, ist auch für einen Tensor, welcher 9t in 8 überführt, 
kein solcher vorgeschrieben, und eine Verschiebung im Raum 
kommt für die Gleichheit zweier Tensoren nicht in Betracht. 
Tensoren sind begrifflich in demselben Sinne frei wie Vektoren. 
Im konkreten physikalischen Problem können die Tensoren ebenso 
wie die Vektoren an bestimmte Orte geknüpft sein. 

An das Vorstehende knüpft sich die Frage, ob und wie sich 
die Gleichheit zweier Tensoren durch ihre vorgeschriebene Wir- 
kung auf gegebene Vektoren bestimmen läßt Soll der Tensor (c) 
einen gegebenen Vektor % in einen zweiten gegebenen Vektor 6 
überführen, so müssen seine Glieder die drei skalaren Gleichungen 
erfüllen : 

B, = t^^A, + i,^Ay -\- i„A., I 

B, = t.^A^ + iy,Ay^t„A..\ 
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§ 9. DehrMngtdUpgoid. 19 

Da aber der Tensor sechs Komponenten hat, enthalten diese 
Gleichungen sechs Unbekannte, zu deren Bestimmung die drei 
Gleichungen offenbar nicht ausreichen. Dazu sind vielmehr weitere 
drei Gleichungen derselben Art erforderlich. Also ergibt sich 
unmittelbar: Zwei Tensoren sind im allgemeinen einander gleich, 
wenn beide zwei nichtkolUneare Vektoren 9 und 91' in die gleichen 
Vektoren 8 und ©' überführen. 

Die Vektoren 91 und W dürfen nicht kollinear sein, weil sie sonst 
nicht sechs voneinander unabhängige Gleichungen (1) liefern würden. 

9. Vorläufige Betrachtung der Wirkung eines Tensors; 
Dehnungsellipsoid. 

Die Wirkung eines Tensors auf einen Vektor, mit dem er 
multipliziert wird, wurde in § 3, unter Bezugnahme auf das Tensor- 
ellipBoid, erläutert. Ist der Tensor durch seine Konstitnenten 
gegeben, so reduziert sich die Hauptgleichung, wie schon in § 5 
gezeigt wurde, auf 

»„ = (,9^,, 33t = h%, a = t,Ac (1) 

Bei der symbolischen Multiplikation mit (t) werden also die 
drei in die Hauptachsen des Tensors fallenden Komponenten Ton 
91 mit drei im allgemeinen verschiedenen Skalaren multipliziert. 
Die tensorielie Multiplikation steht zur gewöhnlichen in einem 
analogen Verhältnis wie Affinität zu Ähnlichkeit Vektoren, welche 
in eine der Doppelrichtuogen «, 6, c fallen, werden einfach gedehnt, 
alle übrigen werden gleichzeitig gedreht. 

Legt man alle denkbaren Vektoren vom Betrage 1 mit ihren 
Anfangspunkten in den Anfangspunkt eines KoordinatensTstems, 
so bilden ihre Endpunkte eine Kugel vom Radius Eins. Legt 
man die Koordinatenachsen in die Richtungen a, b, c, so hat der 
einzelne Einheitsvektor drei Komponenten a, b, c, deren Beträge 
der Eugelgleichung , . 

" " * a« + ft» + c» = 1 (2) 

genügen. Multipliziert man die sämtlichen Einheitsvektoren 
tensoriell mit (r) nnd bezeichnet ihre Komponenten nunmehr mit 
a\ V, c', so ist 

a' = tatt, V = hi, e' = Mi (3) 

a', f>', c' genügen also nunmehr der Gleichung 

. ?+?+? = ' « 
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§ 9. DehnuTiggellipeoid, Ädditivtentoren. 



AoB der Kugel ist also ein Ellipsoid geworden; jedem Radius 
der Kugel entspricht ein RadiUBrektor des ElUpsoids. Wir nennen 
dasselbe das Dehnungsellipsoid des TenBOiB. Es ist, wie aas 
Gleichung (4) unmittelbar hervorgeht, stets ein wirkliches Ellip- 
eoid. Es gibt eine erste Vorstellung davon, wie ein räamliches 
Gebilde, die Kugel der Gleichung (2), durch die Multiplikation mit 
dem Tensor verändert wird. Diese Ändemug heißt reine De- 
formation. Sie wird später noch näher betrachtet 

Selbrtveratändliah kann die Dslinang kuoli Kompreuion lein. Es iat 
■ehr gebränoklioli. eine Kompreision als „n^t^tire" Dehnung zu bezeichnen; 
das ist aber nnr dann genau, wenn die Dehnnng additiv gedaeht ist. Er- 
folgt die Dehnung durch Multiplikation, lo ist die Kompreuion als nreziproke" 
Dehnung zu bezeichnen. Ist die Dehnung nach irgend einer AcheenriobtaDg 
reziprok, so ist der entsprechende Konstitaent •< I, und nicht etwa <0. 
Hierauf iit zu achten, da in der Literatur tatsächlich Verweohslangen vor- 
kommen; negative Konstituenten bedeuten, wie sich später zeigen wird, nicht 
Kompressionen, sondern Spiegelungen. 

Anmerkung betreffend «dditive Tensoren. Man kann einen 
Tensor leicht so umgestalten, daß die durch ihn hervorgerufenen Hanpt- 
dehnungen als Differenzen erscheinen. Man braucht eu dem Ende nur za 



-.l + a,„ (, = l + a,s, („ = l + «„i .... (5> 
dann hat der auf seine Hauptachsen bezogene Tensor die Gestalt 
[l + Oii 

1 + "»» (6> 

l + a^„ 

nnd ea liegt auf der Hand, daß die hier auftretenden GrÖÜen a die Ter- 
tängerungen nach den Richtungen der Hauptachsen additiv angehen. 

Da die Zahl 1 invariant ist, müssen sich die a ganz ebenso trans- 
formieren wi.e die f. Dies ist leicht zn verifizieren, wenn man auf (6) die 
Transformationsformeln des § 6 anwendet und nachträglioh, wie es ja sein 
Jnuß, 'ici = l-l-aln 'jy=l + aii, ',, = 1 -|- "as setzt Der trans- 
formierte Tensor hat dann die Gestalt 

(! + «;, ai, «i, 

, !+•;, »i. 
, <^. 1+«;,. 

Da die a„, demselben Traneformationsgesetz unterliegen wie die t ^ 
kann man nun auch soweit gehen, daß man die a als Glieder eines besonderen 
Tensors {«) auffaßt und schreibt: 



(k) ist als „Ädditivteneor" zn bezeichnen. Soll mittels desselben ei 
in die lineare Vektorfunktion n übergeführt werden, so bat mac 
zu setzen : 
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1. 10. Ddmtmgeelliptoid ; invereer Tensor. 



» = ((i+«„)i..+»„>.,+.„..)i 
+ {"„•.+"„<',+(i+",.))' = ■(•)• 

Der Tensor (n) hat alao hier keine beBocdere Bedeutnog, da man ihn für 
dio znnilchBt vorliegende Vemendung doch immer erst anf die Form (i) 
brJDgen muD. Für ihn iit aber der Satz richtig, daQ Kompression durch 
negatiTe Werte .der den Konstituenten von i entsprechenden Diagonalglieder 
angezeigt wird. Später wird auch (n) wichtig. 

Nach GleichuDg (1) aind die Semidiameter des Dehnangs- 
ellipsoids der Reihe nach ta, h, tg. Die Semidiameter des Tensor- 



1 



1 



1 



ellipsoids sind daeeeeu -7=, -^. -=, die Quadrate der letzteren 

iu V» V(c 

sind also die reziproken Werte zu den Semidiametern des Dehnungs- 
ellipsoids. 

10. Der inverse Tensor. 
iBt SB ^ {'')^> 80 ist nach bekannten Sätzen der Algebra 
auch 91 eine lineare Vektorfunktion Ton 93, und bildet man für % 
die Grundgleichung in der Form 

a = (s„B^-|-s.„i/„ + s„ö,)i 
+ {SyxS^ 4- usw. 
so ist auch hier wieder s^^; = Si„ usw., also laßt sich auch 8 
durch symbolische Multiplikation von 9 mit einem Tensor aus- 
drücken. Diesen Tensor nennen wir den inversen Tensor Ton 
(z) und schreiben ihn (t~'). Die Definition des inversen Tensors 
liegt also in dem Satz: 
Wenn 

» = (T)a, so ist Sl=(t-')e (1) 

Die Konstituenten Ton (t-') ei^eben sich sofort aus Gleichung (4) 
des § 5: da 

»6= (.«6,} (2) 

8, = t,%, 
so ist 

9L = -^»„, 



ta 



(3) 
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22 § iO u. 11. Inxtner Tensor; additivt Eigentehaften. 

Also: Die Eonatituenten dea inversen Tenaora sind die reziproken 
Werte der EoQBtitiieDteii des TeoBors aelbat. Die Hauptachsen- 
richtuTigeD beider aind identisch. 

Die Gleichung des auf seine Hauptachsen bezogenen inversen 
EUipsoida (Eoordinatenajstem der |, ij, g) wird 

2>P = | + -^ + |-l = (4) 

Seine Halbachsen haben also die Längen V?,, ^h, V^e- Es ist 

^_i »^_^ ^^-1 m 

dx " *„' dri W es (c ^ -' 

Wird daa Lot von auf die Tangentialebene, welche man im 
Punkte I, ij, t äQ das inrerse Ellipsoid legt, mit 9' bezeichnet, 
80 iat 

hiauid'HU- «" 

R. H. Weber hat das Ellipacid des inTeraen Tensors als ^zweites 
Ellipsoid des Tensors i" bezeichnet. 

Die sechs Glieder des inversen Tensors in einem beliebigen 
Koordinatensystem derx, y, z bestimmen sich aus den Gleichungen (1) 
des § 6, wenn man in dieselben statt !„, U und %c deren reziproke 
Werte einsetzt 

II. Additive Eigenschaften. 

Sind 91 und 9} zwei Vektoren, so ist 

T(a±»)^(t)«±(ir)». (1) 

Dies folgt unmittelbar aus der Linearität der Grundgleichung, 
wenn man in dieselbe die bekannten Beziehungen {A + B')^ = 
■A.X 4- ^x usw. einführt Der Satz läßt sich unmittelbar auf be- 
liebig viele Vektoren ausdehnen. 

Die Bedeutung der Addition von Tensoren ist, wie die Defi- 
nition des Tensors selbst, durch Zurückgreifen auf das Tensor- 
vektorprodukt zu definieren. Sind t und t' zwei Tensoren, so soll 
die Summe (r + t') definiert sein durch die Festsetzung 

(. + .')a = w« + C.')Si (2) 

Aus der Linearität der Gmudgleichung folgt dann ohne 
weiteres: man addiert zwei in demselben Koordinatensystem 
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§ 11 u. 12. Additive Eigenackafien ; Produktenakalar. 23 

gegebene Tensorei], indem m&n ihre entsprechenden Glieder einzeln 
addiert. Die Ausdehnung des Satzes auf drei und mehr Tensoren, 
sowie auf die Subtraktion, liegt auf der Hand. Auch folgt unmittel- 
bar t -\- t' =z X' -\- t USW. 

Sind fw unter sich gleiche Tensoren r, r', x" usw. zu addieren, 
80 wird deren Summe im Anschluß an die elementare Definition 
eines Produktes als n»r zu bezeichnen sein. Wir dehnen diese 
Bezeichnung definitorisch auf beliebige skalare Werte Ton t» aus, 
setzen also fest, daU allgemein 

mtxy mt^y mty, (3) 

«ii,i mfg, tnt,, 

ist. „Man multipliziert einen Tensor mit m, indem man seine 
sämtlichen Glieder einzeln mit m multipliziert." Aus der Grund- 
gleicbnng folgt dann sofort 

(mt)% = m(x%) = mt% (4) 

Man beaobte, was Gleichung (2) auedräckt. Die Operation (i -|- t') be- 
deutet: Die Operationen i und t' sollen einzeln an dem arsprünglicb ge- 
gebenen Vektor 91 vorgenoramen und ihre Ergebnisse aollen naohtr&glieh 
geometrisch addiert werdenl 

Da jeder Tensor den Symmetriebeziehungen t^, = t,y usw. 
genügt, so tut das auch die Summe beliebig vieler Tensoren. Also 
durch Addition von beliebig vielen Tensoren erhält man immer 
wieder einen Tensor, d. h.: 

Werden beliebig viele reine Deformationen an einem Vektor 
oder einem durch Vektoren bestimmten räumlichen Gebilde (Bei- 
spiel die Engel in §9) additiv zusammengesetzt, so ist das Er- 
gebnis stets wieder eine reine Deformation. 

IS. Produktenskalar zweier Tensoren, 
Wir setzen definitorisch fest: Sind x und t* zwei Tensoren, 
so nennen wir die Größe 

den Produktenskalar derselben und schreiben dafür ((x)(x')') 
oder (t, i'}. Die Bezeichnung rührt daher, daß Größen dieser Art 
in den skalaren Produkten von zwei Vektoren auftreten, wenn 
einer von diesen ein Tensorvektorprodukt ist. 
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21 §13. teneW, leniH: 

Es Bei 9 = (t)$1; es sei £ ein dritter Vektor und es soll 
das skalare Produkt aus 9 und ü gebildet werden. Dann ist 
(6,(c)a) = C^B^+CyB„ + C,B, 

+ (t,:, A^ + ty, Ay + t„ A,) C 

übersichtlich geordnet gibt dies: 

(g,(l)«) = U^A^ a + ty^Ay Cy + t..A, C. ] 

' ■\-2ty..-\{AyC.^A.Cy)-\-1t,^-\{A.C:,-\-A^C.)\- (1) 

Nach dem vorigen Paragraphen kann der Ausdruck auf der 
rechten Seite dieser Gleichung aufgefaßt werden als der Produkten- 
skalar zweier Tensoren, von denen der erste der Tensor (t) ist, 
der zweite aber die sechs Glieder 
^,a, AyCy, A.C„ l(AyC, + A,Cy), ^A . C, + A:, C,) , 

l{A^Cy+AyC.) 

besitzt Diesen Tensor nennt man den „Tensor von ätCE" and 
schreibt ihn 

Seine Definition liegt also in dem Satz: 

iens«® hat die sechs Glieder A^C^, AyC\, A.C., 
^^iAyC, + A.Cy), iiA.C^ + A^C,), l(A,Cy-\-AyC^), 
und nachdem diese Definition einmal festgestellt ist, läßt sich die 
Gleichung (1) zusammenfassen in den Satz 

(e,(i)a) = ((r),tens«,6) (2) 

Es ist die Frage zu erörtern, wie die Hauptachsen von tens%,fS. 
liegen. Dies erledigt sich einfach wie folgt: Ist eine der Koordi- 
natenachsen, z. B. die Achse der z, senkrecht zur Ebene 9,S 
gelegt, 80 verschwinden die «-Komponenten von S und 6, also 
werden die Glieder i(JjC, + J,Cy) und 1{A,C^ + A^C,) zu Null; 
A-x Cy -\- Ay Gb aber wird, wie man leicht findet, zu Null, wenn die 
Achse der x den Winket 91, <£ halbiert. Also die drei Seiten- 
glieder verschwinden, d. h. die Koordinatenachsen fallen in die 
Hauptachs enrichtuQgen von terts%^, wenn die eine senkrecht auf 
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§13. temlliÖ, UmV. 



der Ebene S , S steht, und wenn die beiden aüderea die supple- 
mentären Winkel %,<£ nnd ($■,% halbieren. (Die Frage der Rechts- 
händigkeit ist nicht aufzuwerfen, weil nur die Doppelrichtungen 
in Betracht kommen.) 

Bezieht man den (etisÄ® auf seine Hauptachaenrichtungen 
nnd'bezeichnet diese mit |, t}, ^, so sind seine Konstituenten 
AtC\, A^C.,, 0.' 

Sein „Ellipsoid" bat auf diese Hauptachsen bezogen die 
Gleichung 

A.Cii^ + A,C,r,^= I; (3) 

d. h. es ist ein Zylinder, dessen Erzengungslmien senkrecht auf 
der Ebene Ä,6 stehen. (Ob der Zylinder elliptisch oder hyper- 
bolisch ist, hängt natürlich vom Vorzeichen der beiden Produkte 
jIjCj und A^C, ab.) 

Zugleich ergibt sich hieraus: Die Hauptachsenriohtuiigen von tensUG. 
tmd dainit weit dje Werte Ä: C^ und A„ C' Bind von der Lage dea Koordi- 
n^tonByatemB nnabhängig, also tfnsVQ. ist invariaDt gegen Drehungen des 
Koordinatensystems . 

Ist K mit % identisch, so wird aus unserem Tensor ein Tensor 
mit den sechs Gliedern 

Al, A^, Al, AgA^, A.Ä^, A^Ay. 

Diesen bezeichnet man konsequenterweise als tensfiK Offen- 
bar fällt für ihn die eine Winkelhalbierungslinie mit % selbst 
zusammen; die beiden anderen Hauptachsen liegen in einer Ebene, 
welche senkrecht auf % steht, werden aber in dieser Ebene un- 
bestimmt und können beliebig gedreht werden. Das Tensorellipsoid 
entartet zu einem Ebenenpaar, dessen Gleichung, da A^ = A, 
lautet 

AH* = 1. 

Die beiden Ebenen liegen also im Abstände + -j Tom Nullpunkt. 

Daß tens Ä* von der Lage des Koordinatensystems unabhängig 
ist, versteht sich nach dem Obigen von selbst. 

Gemäß Gleichung (1) kommt man auch auf den tens 9', wenn man mit 
der Grundgleichong (1) des § 2 das akalare Produkt (91 ») bildet. Die ein- 
fache Ausrechnung ergibt 

+ 2t A^Ag, f 



(i) 
(9r,(t)H)=({0,te"S«') (B) 
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26 § 13 u.U. fejwa», tensH*; Intpuh- und Tri^heH^momenk. 

Man kann dieser Gleichung noch eine andere, nicht unwich- 
tige Form geben. Sind 1, m, n die drei Cosinua der Winkel, welche 
91 mit den Achsen macht, so ist Ak = IA usw. Damit wird die 
vorstehende Gleichung 

+ 2(.,Im). i ^ ^ 

Der in der Klammer stehende Ausdruck bestimmt wieder den 
Produktenskalar zweier Tensoren, Der erste von diesen ist (t), 
der zweite hat die sechs Glieder 

P, m', ti», mn, nl. Im. 
Es sind nun l, m, n die drei Komponentenbeträge eines 
Einheitsvektors, der die Richtung von 9 hat, also entsprechen 
die sechs Glieder einem Tensor, der zu schreiben ist tensl^. 
Damit lautet die Gleichung (6) 

(a,(T)ä)=J»((i},(ensl,*) (7) 

Auf die Hauptachsen bezogen hat irgend ein Tensoreltipsoid 
nach dem Früheren die Gleichung 

*.l* +'»»)» + '4» = 1 (8) 

Macht ein Radiusvektor r, der von nach dem Punkte |, »j, £ 
des Ellipsoids geht, mit den Achsen die Winkelcosinus l, m, n, so 
ist ^ ^ rl, 7} ^ rm, 5 = rti, also liefert die vorstehende Glei- 
chung unmittelbar 

r''(tJ'' + htn^ + t,Hi)= 1, (9) 

^ = ((T),(ertsl/) (10) 

14. Impuls- und Trägheitsmomente. 

Gegeben sei ein starres Gebilde G, welches sich um den 
festen Koordinatenanfang drehen kann. Ein Elementarteil des 
Gebildes habe die Masse fi, durch sei ein rechtwinkliges Koordi- 
natensystem der X, y, z gelegt; ferner eine Gerade Ol, deren 
RichtnngBcosinuB /, tw, n sind. Man bilde die aus der Mechanik 
bekannten Summen, welche in der Theorie der Trägheitsmomente 
auftreten und setze abkürzend, wenn f< die Koordinaten x, y, z hat, 

2:ii{gi-\-x^) = i-yy, —s^zx = i:^,\- ■ ■ ■ (1) 
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§ 14. Impvli- und Trägheitamomeräe, 



Bekanntlich ist dann die Große Ku , welche in der Mechanik 
das „Trägheitsmoment in bezug anf die Achse Ol" heißt, bestimmt 
durch die Gleichung 

+ ^l^^ylm. ] ' ' ■ ■•'•'^^ 

Wenn also ein EinheitsTektor der Richtnng Ol mit l» be- 
zeichnet wird, und wenn man die sechs Größen hsx-, *v» ^^^- ™ 
einem Tensor (x) zusammenfaßt, so ist 

Ä-, = ((x),(e«si;) (3) 

Tr^bdtsmomeDte sind also die Produktenskalare von zwei 
Tensoren; der Tensor 

(«) = X(Ä,„ fc,^, Ä-„, Ä,„ fc„, Ky) ... (4) 

ist nicht ideotisch mit dem BegrifE Trägheitsmoment; er kann 

als Trägheitstensor bezeichnet werden. Dagegen ist das Ellip- 

soid des Tensors (x) identisch mit dem 

Poinsotschen Trägheitsellipsoid, wenn man Fig'2- 

die willkürliche Konstante in der Gleichung 

des letzteren = 1 setzt (Die Dimension ' 

dieser 1 ist Masse mal vierte Potenz d^ 

Längeneinheit.) 

Wir nehmen nun .an, das Gebilde G 
rotiere um Ol mit der Winkelgeschwindig- 
keit w, die als Vektor auf der Achse Ol 
dargestellt ist. Eines der Elemente fi hat 
dann eine Geschwindigkeit v; der Radius- 
vektor von nach ^ sei r und das Lot von ft auf Ol sei p. Dann 
ist (vgl. Fig. 2) II := wj) := I w 1 . 1 1 1 s(« 10, r, das ist, vorbehalthch 
der Richtigkeit der Anordnnng, 

» = [Wt] (5) 

Ist to positiv, so würde b aus der Ebene der Zeichnung nach 
oben (vom) heransweisen. Also folgen xa, t, » in dieser Ordnung 
rechtshändig aufeinander, d. h. die Anordnnng der Gleichung (5) 
ist richtig. 

Die Bewegangsmenge oder der Impuls des Teilchens y. ist 

^o = ^[Wr] (6) 

Das Impulsmoment von y. in bezug auf 1 ist also 
[(ic[l»r]]. 
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26 § 14. Impuls- und TrägheiUmomente. 

Die lebendige Kraft von f* ist 

Hiermit bildeo wir für das ganze Gebilde G zwei Sarnmeu: 
i. die vektorielle Summe £rfir[l«r]1 = Impulamoment J, 
2. „ Bkalare „ J 2:^ [w r]> = lebendige Kraft Z". 

Eb ist nun 

[t[»r]] = KPr»-r(rKp) (7) 

Sind x,y,z, wie oben, die Koordinaten des einzelnen (i, so ist 

Wt* = (wJ-lrii\i+w,f)(x'+y'-hs») .... (8) 
und 

■ — r(tw) = — (a:*if, -\-xyWy+ xzw,)i\ 

-(yJw.+1*>MV +y^w.)n ■ ■ ■ . (9) 
— (jixwx + zywy -\- z^tc^t; ) 
also 

mr* — t{ttä)= ((y' + ^')Wi — xyVf, — zxw^i 1 

+ (— a;j/w^4-(«*-l-ar»)tc„ — j/jrw,)jl . . (lo) 
+ (— ira;M>, — y2ify-|-(j;» + v»))l. J 

Multipliziert man mit ^ und summiert über alle y, unter Be- 
achtung des Umstandes, daß w für die Summation konstant ist, 
so kommt 

+ (i^BiCüi + ^vvWv + Jv.w,)! i (11) 

+ (h!,Wx+}iy.«:y + k„w.)t.\ 
Also ist J eine lineare Vektorfunktion ron W, und zwar 

■'=(-)" (12) 

Das Impulsmoment ist also das Teusorvektorprodukt aus dem 
Trägheitstensor uod der Winkelgeschwindigkeit. 

Was die lebendige Kraft angeht, so ist zu bedenken, daß be; 
der Quadriemng von [Wr] nur die Faktoren von i^j^P in Be- 
tracht kommen, weil ij z= usw. A^o ist 

{«>ty—.(v!ye — w,yy.+ (w^x — WxZ)'+{tv^y — iryxy ■ • (13) 
= iii{y^ + fi') + w^{e» + x'')-\'u;'.ix'>+y')] _ _ ^ 
— 2iCyti;ye — 2w,Wx0X — ^WxWyXy. J 
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§ 14 u. 15. Impuls- und Trägheitsnuimente ; der Diatensor. 29 

Mach MultipIikatdoD mit (i und Summienmg ergibt sich: 

Also 

2'= i((x)tensTO») (16) 

Setzt man k„ t= «J usw., bo ergibt sich [vgl. (3)]: 

r=|tos((3c)(sMsl^) = ii:tP» (17) 

Iii dieser letzteren Form tritt die lebendige Kraft in der gewöhn- 
licheo Mechanik auf. 

Die Gleichung (10) des vorigen Paragraphen führt dann auf 
die in der Mechanik übliche Konstruktion des Foinsotscben 
TrägheitBellipsoide, nach welcher die Radienyektoren des Ellip- 
Boids dem Betrage des Trägheitsmomentes für die entsprechende 
Richtung umgekehrt proportional genommen werden. 



Zweites Kapitel: Der einzelne Diatensor. 

15. Der Diatensor.. 

Der Tensor hat drei aufeinander senkrecht stehende Kon- 
stituenten. Wir betrachten nun ein von R. H. Weber eingeführtes 
allgemeineres Gebilde, welches drei Konstituenten ti, t,, t^ hat, 
und ordnen diesen drei Konstituenten drei entsprechende Achsen^) 
zu, die aber beliebige Winkel miteinander machen können; 
dieses Gebilde nennen wir, vorerst ohne Rücksicht auf die in § 1 
gegebene Definition, einen Diatensor. Die Doppelrichtnngen der 
Achsen bezeichnen wir als Doppelrichtungen der |, ij^ £. Einen 
gegebenen Vektor % kann man erstens rechtwinklig, zweitens 
durch Parallelprojektion auf die Achsen der g, i;, £ projizieren. 
Hier werden ausschließlich die Parallelprojektionen gebraucht 
Wir bezeichnen diese daher mit 9It, 91,., 9[; und nennen sie die 



') In der Literatur heißen Bie vielfach HauptBohaen; wir vermeiden 
^ieaea Wort und sagen „AohBen", weil das letztere genügt nnd weil du 
Wort „HauptaehBen" bei dem Bpäter auftretenden EUipsoid nnd TenBor dann 
seine gewöhnliche Bedeatong beibehalten kann. 
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80 §15. Der Diatentor. §16. Trantforvuition von dtn Achsen dt» 

Koordinaten 1) des Vektors > im System der £, i}, £. Da die drei 
Koordinaten die Kanten eines Parallelepipeda bilden, dessen 
Diagonale % ist, so ist 

« = «£ + «, + «: (1) 

Den Diatensor mit den Konstituenten f|, t,/, t; bezeichnen 
vir mit (t) oder (T) und definieren ihn, wie oben ohne Rücksicht 
anf die in § 1 bereits gegebene Definition, durch den Satz 



(r)« = ({«. +t,%, + t-,%-. 



(2) 



Derselbe ist also charakterisiert dadurch, daß er die drei 
Koordinaten des Vektors S im System der £, ij, i mit drei im 
allgemeinen verschiedenen Skalaren multipliziert, ohne ihre Rich- 
tung zu ändern, ähnlich wie das der Tensor mit den Komponenten 
von 9 in einem rechtwinkligen, durch seine Hauptachsen ge- 
legten System tut 

(t)% beißt das „Diatensorrektorprodakt c mal %". 



16. Transformation voo den Achten des Dlatenson auf rin 
rechtwinkliges Koordinatensystem. 

Das System der |, rj, J sei in einem rechtwinkligen Koordi- 
natensystem der X, y, e gegeben, und das Schema der Kosinus 
für die Winkel zwischen den Achsen sei 





X 


9 


3 


1 


«l 


«. 


«t 


■n 


A 


ß. 


ß. 


i 


Vi 


n 


n- 



(1) 



Dann bestehen die Beziehungen 

«l' + «s' + «/ = li 

^l' + ßi + ßl = 1, 

vi + ri + n" ^ 1 



') Du Wort Komponenten wiM Termieden, weil man unter der {-Kom- 
ponente von 9 in der Regel die rechtwinklige Proiektiou von 8 «nf { 

Tersteht. 
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Diai€nv)n auf ein recktmnkliges Koordinateneystent. 



und «ift + a,ß, + a,ß, = cos S, i|,l 

ftri + ftr. + ftn = »s 1, f, } (3) 

aber keine anderen. 

Sind Aa, Äf, A, die Beträge der Komponenten ron 9 in 
X, ^, .s, so ist 

A, = u^Ai + ß,A, + nM,] 

A, = o, Jj + ß,A, + r,Ai, (3) 

A. =«,/li+^,^, + r,4f| 

Löst man diese Grleicliangen nach Ai, A^, A; auf, so erhält man 

Aj = «,^. + S,A, + ci,A„\ 

A, = ß,A. + ß,A, + ß.A„\ (») 

A- = fiA, + f,A, + f,A,.] 
Hierin sind folgende Abkürzungen vorgenommen; Es ist gesetzt 

(5) 

n ft Yt 






■ ftn-ftn 






_ »■<!.-i<.ft 



_ «ißj — «1 0g 



«8 




Ar. 


-Ar, 




i) 


ß. 


= 


yi«s 


— r««! 




D 


n 


_ 


M, 


-«■ft 



(6) 



ZI 

Es ist nun analog Gleichung (3), wenn (i)M = ö gesetzt wird, 

B, = «,2)5 + ftK, + n-Bt,l 

B,=«,Bi-\-ß,B, + r,ß:,\ (7) 

S, =«,B! + ß,B,+ r,BiJ 
also, da jBj = ({ A;, J?,, ^ t^B^ usw., so ist mit Gleichung (4) 
J?a ^ «i ti («1 A + «j jl(/ + «» .^i), 1 

+ ft<,(ft^. + fiA + Ä^.).} (8) 

+ rik(j.A, + y,A, + f,A.).\ 

Entsprechende Ausdrücke finden sich für Bg und Br Setzt 
man also: 
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§ 16. Transformation auf ein rechtwinkliges KoordinatenByttem. 



Bo ergibt sich 






(9) 



■ +{ty.A. + t,^Ay+t,.Ä.)i\ (10) 

Dies ist die Gmodgleictiuiig des § 1. Es ergibt weh also: 
Die Definitioa des § 15 ist gleichbedeuteDd mit derjeaigen des 
§1; der durch § 16, Gleichung (2) definierte Diatensor führt, 
wean er mit dem Vektor 9 multipliziert wird, diesen in eine 
Beiner homogenen linearen Vektorfunktionen über. Die Glei- 
chungen (9) Bind die Gleichungen für die Transformation des 
Diatensore' vom System der £, *], g auf dasjenige der x, y, «. ^i^ 
liefern, der Orundgleicbung entsprechend, neun Glieder des 
Diatensors. Diese führen wir auf in der Form 

%' iyyi.. • ■ ■ (11) 

i.» t„ t„, 
^ie schon in § 2 angegeben wurde, nud diese Anordnung wird 
Ton jetzt ab festgehalten. Im allgemeinen ist f^^ =j= 'm ubw. 

Ist der Diatensor auf seine Achsen bezogen, so schreiben 
wir ihn entsprechend 

[(£0 

; r = I (,, 

lo (;, 
wobei zu beachten, daQ die hier auftretende Benutzung schiefer Ko- 
ordinaten ein AuBnahmefall ist, der besonders erwähnt werden muß. 
Daß die durch den Diatensor dargestellte Operation gegen 
Drehungen des Systems der x, y, z invariant ist, ist selbstverständ- 
lich, da er ja unabhängig von diesem System definiert wurde. 
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§ n. WinMbeiielmngm. 38 

17. Beziehungen zwischen den Koeffizienten o,, ö,. 

Sab«titaiert mEia A^, A. ubw. auB den Gleichungen (4) de« vorigen 
Paragraphen in die Gleiubungen (3) oder umgeliehrt A^, A^ usiv. aue den 
Gleiohnngen (8) in die Gleiohungen (4), ao erhält man: 

+ ßi(h-^^+hA,+A^,)\ (I) 

+ y,(f,A.-{-f,A, + r,A,)j 

+ i,(i,Ai+f,A, + y,A-)<. (2) 

HieraDB ergeben tiob einschließliob der zykliBchen FortBetzungen die 

ihnncrATi - 



Beziehungen : 



«iwi + ^ift + yi?! = 

"i^i + ßißi+YiYi = 

"i«i + ''i«a-|-"8«a = 
ßißi + ßaßi+ß!<h = 
YiYi + Yafs + Yiys = 

"i^a-'rßißi + YiYi = "i"s + ftft + yiyg = 0, 

»»«i + ßth + Yin = "i<'B + Mi,-\'YiYi = 0, 
"s^i + ßsßi + YsYi = MW- = 0, 



ßiYi+ßtYi + ßih = 0,\ - (6) 



Löst man die Gleiehnng (4) des vorigen Paragraphen naoh A^, A , A, 
auf, so moS man die Gleichung (3) wieder erhalten. Bezeichnet man also 
die Wiederbolnng der Operation, durch velche «^ ans n, gebildet wird, 
indem mau ü, noob einmal überstreicht, so erhält man die einfachen Be- 
ziehungen 

^ = ",.?.=/'>. 7» = y,. (7) 

wo >■ =^ 1, 2 oder 3 ist. 

Bildet man nach Analogie der Gleichung (&) des vorigen Par^rnphen 
eine Determinant« ans den überatrichenen Kosinus und bezeichnet sie mit I>, 
so folgt: 

n = = = ßiYB — ßtYi 



D 



(8) 



Indd*. T 
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§1Tm.18. Winkelbeziehungen ; Trantfarmation zmiehen 



nnd dia Antrechnimg mit den Gletefaungen (6) dM Torigon PwAgntplieD 
erffibt: n 






■ (»> 



El itt klio 

- - . (10) 

Ripe geometriiclie TorBtellnng von den Beziehungen dar geitriehenen 

zu den imgeitriclienea Ko*ina* erhÄlt man wie folgt: H^n denke «ich auf 

den Achsen der {, tj, C drei Einheit« Vektoren p, f, r abgBichsitten. Man 

denke liah femer ein zweites KoordiuBtensjitem der f,i,C erriohtet, deesea 

d&B die Sehemat» 
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9 


> 
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«, 
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P, 


A 


i 


y. 


7t 


7i. 
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1 
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c 


ri 


y. 


y.- 



Die Eomponentenbeträge der )i, 4, p aew. i 
Pi = «1- 9. = ?i> y« = 



Bildet man also die akalaren Produkte (pp), (pq) naw., bo ei^bt noh: 
(pp) = n,ni + nsö, + o,«, = 1, (pö = "lÄ + "1?, + «B?a = 0. 



(12) 



Alle ekslaren Produkte mit gleicblsutenden Buchatabeu haben den Wert Eine, 
alle mit ungleichen den Wert Null. 

Das ist aber die Bedingung dafür [vgL Vorbemerknng d)], d&B p, ^, t 
und p, 4, t reziprokale Tektorentripel lind. Demnoab «teilen die AobMn der 
i, ii, C anf denen der f , 11, { senkrecht, nnd zwar ^ auf 1;, C naw. 

18. Transfonnatioii von einem rechtwinkligen System auf ein anderes. 

Der Sistensor (r) sei im System der x, y, e durch seine aetm 
Glieder t^x usw. gegeben. Derselbe soll anf ein zweites recht- 
winkliges System x', y", / transformiert werden, wenn das Schema 
der WinkelkosinuB lautet: 
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X' 
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y' 


/'i 


y-» 
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2* 


"i 


"> 


"s- 
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rechtainkligen Systemen. § 19. Aufoudmttg der Achgen. 



Die Redmnng Terläuft der im folgenden Faragrapbea, Glei- 
choDg (1) bis (5) durchgefübrten bo ähnlich, daß hier nnr die 
Resultate angegeben werden: 

-|-i.(»':f.x + v,(., + i',Q, / W 



+ p,(J.i„ + i,(., + i,(„) 



Bei der Fortsetzung treten der Reihe nach ftj, f*g, fi^ and 
^11 i'ii 1*» TOT dieselben Klammem, welche in den drei ereten 
Gleichungen auftreten. Der transformierte Tensor c' läßt sich 
auf Grund der vorstehenden Gleichungen in weit kürzerer Form 
darstellen. Dieselbe kann aber erst aufgestellt werden, wenn die 
Multiplikation von Diatensoren behandelt ist. Es sei deswegen 
auf die Anmerkung zu § 44 verwiesen. 



19. Aufsuchung der Actuen, 

Der Diatensor (i) sei im System der x^ y, s durch seine neun 
Glieder f,,, is^ usw. gegeben; seine Achsen sollen aufgesucht 
werden. Die unbekannten Richtungen der letzteren nennen vrir 
£, 1], £ und die Kosinus der Winkel, welche sie mit den x, y, » 
machen, benennen wir nach dem Schema: 





X 


y 
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«, 


«, 


«. 
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A 
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ri 


n 


n- 



Sie erfüllen die Gleichungen (1) und (2) des § 16 sowie, wenn die 
Bezeichnungen aus g 16 nnd § 17 beibehalten werden, die sämt- 
lichen Gleichungen des § 17. 
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§ 19. Äuffttchung der Achsen. 



Setsen wir (t)8 ^ 8, so haben vir demgemäß: 

A. =u,Ai + ß,A, + r,A'J 
ferner 

Bi =:yiB, + Y,B, + Y,B. } 
und endlich oach der VorauseetzuDg: 

B, — t,^A, + t^^Ay + t„A„\ 
B„ = tt^A^ + iy^Ay-\'ty.A„\ 
B. = („ A^ -I- t,y Ay + (., A.. ) 

Hiernach ergibt eich für eine der Koordinaten von 6, z. B. 
für die erste, durch Aasrechnang: 

B, = öl (<„£«, ^1 + i,,^,^, + i«»y,^: + ix^«, A' + *«»^a^.i 

+ t»y Ya ^; + *v' «« -*« + fv' ft -^i + ^. Kj-^c) 

+ iit(t,,K,Ai + t,,ß,A, + t,,Y,A; + ^,a^Ai+t.yß^A^ 

+ t,yY3Ai+l.,oc,Ai + t,.ßtA, + t..y,A;). 

Die entsprechenden Ausdrücke für B,, und S; erhält man, 
venn man die «,, «,, «g '^'^^ <l€n Klammem durch j3,, j^,, ^3 and 
Yi, Yiy 9a ersetzt. Sammelt man nun in jeder der Koordinaten 



(1) 



(2) 



(3) 



(1) 



Bt usw. die Faktoren von A^ usw., so hat 
für (jj, (,,, usw. Wir setzen abkürzend: 

'«««1 +<«»«»+*..«» = Pi, 
'v««i H- 'vw«a + 'v «B = -P»- 
'.» «1 + t.v «» + (.. «, = P, , 



die Ausdrücke 



(6) 
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§ 19, Avpttchwng der Achten, 



Dann findet sich mit dem VorBtebenden leiclit: 
«!! =^?. +«.P. + S!,P„ 

's: =«,i(, + «,B,+5,J!„ 
t,!=f,f,+ß,P, + ß,F„ 

<„ = Äe,+Ä«.+Äe., («) 

«t, = }'■«.+ f. ft + r.ft, 

itc =>'.ü, +?.«. + f.^.- 
Die Aufgabe besteht onn darin, die Kosinus «i, ßi usw. so 
zu bestimmen, daß in den Gleicbungen (6) alle ti^ usw. mit un- 
gleichen Marken zu Null werden. Zu dem Zweck nehmen wir 
zunächst die Gleicbnngen, welche P enthalten, die erste, vierte und 
siebente, heraus, multiplizieren die erste mit o,, die vierte mit ^, , 
die siebente mit y, und addieren. Man erhält: 

+ («.^ + ftÄ +)■.>■.) i>.. ' 

Nach § 17, Gleichung (3) und (5) bedeutet dies 

«.'!! + A<,sH-nte = i', (8) 

Multipliziert man die erste Gleichung mit a^, die vierte mit 
ßi, die siebente mit y,, dann mit o;,, ^, usw., so ergibt eich auf 
dem gleichen Wege: 

(^,ki+ß^t,i-\-nki = P^, (9) 

'^shi + ß»i',i+7>ki = P» (10) 

Sollen nun die i^^ usw. verschwinden, bo bleiben 

a,((s = P„ c<.(jj=P„ «,(jj=P, . . . .(11) 
-Pi P2 Ps 



oder 



«» 



Setzt man hierin für die F ihre Werte, so erhalt i 



f.^Ki +^l,^^a + f..t<g 



.(12) 



■ (13) 
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§ 19. Auftvchtmg der Ac/aen. 



Man aieht Bchon hier, daß diese beiden Gleichnogen in Ver- 
bindung mit der Relation a^ -^ aj -i- u^ = l im ^gemeinen 
genügen, um die Werte der dräi a za finden. Wendet man das- 
selbe Verfahren auf die zweite, fünfte und acbte, sowie auf die 
dtitte, sechste und neunte Gleichung toq (6) an, so finden sich 
für die ^ and y Gleichungen, die den rorstehenden nicht bloß 
analog, sondern TÖUig gleich sind, nur mit dem Unterschiede, 
daß überall ß oder y statt a steht. Die Gleichungen, welche zur 
Aufsuchnng von ^„ y^ usw. dienen, sind also bis auf die Benennung 
der Unbekannten mit Gleichung (13) identisch. Es folgt, daS die 
Ansrechnung der « für die ^ und y mit ausreicht, wobei natür- 
lich, wenn kein innerer Widerspruch aaftrflten soll, die « drei- 
deutig werden müssen. 

Nach Gleichung (II) kann man schreiben, indem man £( als 
yierte Unbekannte in die Rechnung aufnimmt, 

txx«i 4- 'xt«a + 'i.aa = "i*£>l 

Vwi+^w^ü + 'i"«* — «»*l.[ 0*) 

oder 

(k. — *0«i + '*»«» + *-.«» = 0.) 

V«i+('»i/-*i)«s + (v.». = 0, (15) 

t.^f^ + t.yttt + ((., — ij)«« = 0-J 
Eliminiert man hieraus die o, so ergibt sich: 
*« — *S Uv t^. 

iv« *KK — '£ '». =0 (18) 

Wir nennen diese Gleichung nach ihrem Urheber die 
HamiltouBche. Sie ist eine kubische Gleichung, liefert also drei 
Werte von t(. Wie bekannt, sind diese drei Werte entweder alle 
drei reell oder zwei von ihnen sind konjugiert komplex. Für 
irgend einen reelleu Wert von (j berechnen sich aus (15) die Ver- 
hältnisse — und — und mit diesen aus «,* + «/ + «3 = 1 die 

Werte der einzelnen a, letztere in Form von Quadraten, weil es 
sich nicht um Richtungen, sondern um Doppelrichtungeo handelt. 
Sind drei reelle Wurzeln vorhanden, so entsprechen den drei Werten 
von (j drei Systeme der «, von denen eins willkürlich als «„ w,, «j, 
ein zweites als ßi, ß^ ßi, das dritte als y,, y^, y^ zu benennen ist; 
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§19u.20. Au/*uehvng der Achsen, Diatensor mit gleichen Ktm$Hhtmten. S» 

den drei Gruppen entsprechen dann die drei Werte von (j, diQ 
alB <;, t^ and t; zu benennen sind. Ist nur ein reelles t^ toi%; 
banden, so erhält man für dieses drei Werte «i, «j, Oj, die, wie 
sich später zeigen wird, für die Diskussion genügen. 

Stellt man Gleichung (16) in der Form einer gewöhnlichen 
Gleichung dritten Grades 

t\ — Sjl+Si,ti — Si = (17) 

dar, so ergibt die Ausrechnung der Determinante für die Koeffi- 
zienten iS,, 1^1, Sf Ausdrücke von hemerkenswerter Symmetrie: 

S, = t«a: + tyv + t.., (18) 

^.=i^M+!:"M+!;":"i. ■■■(-) 



\t,. i.,\ it.. (<« 



^= 






(20) 



Die Bezeichnungen S,, Sj,, und 8t für die TOrstehenden Aus- 
drücke werden ein für allemal beibehalten; der Grund dafür, daß 
der Koeffizient der ersten Potenz in Gleichung (17) durch besondere 
Markierung ausgezeichnet ist, wird später einleuchten. Die 
Hamiltonsche Gleichung ist von grundlegender Wichtigkeit für 
die affine Transformation des Raumes und wird im Zusammen- 
hang mit dieser noch näher diskutiert 

S■^ ist, wie man siebt, die Summe der Diagonalglieder des 
Diatensors, S^ wird, wie heim Tensor, als Determinante des 
Diatensors bezeichnet S-^ beißt auch der erste, 8^^ der zweite 
Skalar, 8^ der dritte Skalar von t. 

In beBonderen Fällen kftnn die Gleichang (17) zu einer Gleichung 
zweiten oder ersten Grade« degenerieren. Solange nicht aaadräcklich das 
Gegenteil gesagt nird, nehmen wir an, daß du nicht der Fall oder daQ die 
etwaige Degeneration fflr die gerade vorliegende Frage belanglos sei. 

20. Dlateiuor mit zwei oder drei gleichen Konstituenten; 
Versagen der Qlelchung (15). 

Falls zwei Konstituenten eines Diatensors gleich sind, ändert 
sich der Diatensor nicht, wenn man die Acbsenrichtung dieser 
beiden Konstituenten in ihrer Ebene beliebig variiert. 
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40 § äO. Diateneor mit gidchen Kongtituenfen. 

Eb Bei etwa t,, = <;. Führt man dieB ia die Gleichnng (9) 
des § 16 ein, so erhält maa : 

t,. = a,ä^k + (ß^ß, + Y^~Y^tnA ^ 

asw. 
Nach § 17, Gleichung (3) nnd (5) bedeutet dies: 

^y = a,äj(ii-(,) j '' ■' 

usw. 
Es hängen also sämtliche Komjwnenten des Diatensors nur 
TOQ den a ab; er ist daher invariant g^en alle ÄnderungeD, 
welche sowohl a, wie ä, uew. unverändert lassen. Wenn nun die 
Achsen der tj und £: eich drehen, bo bleibt a, unrerändert Für 
ä, aber haben wir nach § 16, (ä) nnd (6) in extenso: 

- _„ ß»Yx — ß tYi .o^ 

Dieser Aosdmck ändeil^ sich offenbar nicht, solange die Verhält- 
nisse 

ßay» — ßiYi „_^ ßiYi — ßiYa 
ßiYü-ß.Yx ß.Y.-ß.Yr 

nnTerändert bleiben. 

Die allgemeine Gleichung einer durch den Nullpunkt gehenden 
Ebene, 

Äx-\-By-\-Cs~0 (4) 

bestimmt sich nun für den Fall, daß diese Ebene die Achsen q 
und £ enthalten boU, durch die Bedingungen 

A _ ß ^y.-ß^Y^ B _ ß,y,^ß,y, 

C-ß,7,-ß,Y.' C ß,Y,-ß,Y\ ^^^ 

Solauge also die Achsen der ij und £ sich in dieser Ebene be- 
wegen, ist die Gleichheit der beiden obigen Verhältnisse rerbürgt, 
und damit die Unveränderlichkeit von ä,. Das gleiche gilt für 
ä^ und Kg, und damit ist der Satz bewiesen. 

Sind alle drei Konstituenten eines Diatensors gleich, so folgt 
unmittelbar, daß man seine Achsen in beliebige Richtungen legen 
kann. 

Aus dem Vorttebenden ergribt sieb, daß die Winkel a„ «„ n, in Glei- 
chung (16) des vorigen Paragraphen im Falle zweier reeUen Achsen von 



iflby Google 



§ 30 u. 21. Dialenaor mit gleteh^tt Konttituenten, Invarianten. 41 

gleicher GröSe unbeetimmt werden. Wie das zugeht, zeigt die folgende Er.- 
wägong: Man lege die Acbte der j: in die ungleiche Achse des Diateniors. 
In der Ebene der beiden gleichen Achsen gibt ea jedenfalls eine Gerade, die 
senkrecht auf x steht. In die Doppel riofatnng denelben lege iaa.a die Achse 
der y. Dann muB der Diatensor jede x- und ^-Komponente ohne Eichtungs- 
änderung dehnen; das ist nur möglich, wenn er die Form hat: 
U^^ (^, 
(0 = I ^„ '„- (6) 



also die Hamiltontche Qleicbung: 

Das ist aber die typische Form einer Gleicbang, deren Wurzeln aind t^^, 
tyg und t„, und da die beiden Achsen in y und s gleich sein aollen, so 
hat der Diatensor die Form: 

(I) = { (^„ i^, (8) 

[ (^^ 
nnd die Achsenwerte t^^, t„y und t^^. Bildet man nun mit t| = t^^ die 
Gleichung (16), so erhält man : 

(*-=.-'v»)«i + '^.''a = 0.| 

('„„-*VtfK + '».«ii = <>.[ (9) 

also erscheint a, in der Form -, und damit »ind die betreffenden Aohsen- 
richtnngen onbeatimmt. 

Sind alle drei Achsen gleich , so werden offenbar alle nenn Kosinus in 
der gleichen Art anbeatimmt. 

%t. Invarianten. 

Addiert man die Ausdrücke für die Diagonalglieder in Glei- 
chung (9) des § 16, BO findet sieh: 

t.,^fyy + t,. = h^t,-\-U (1) 

und damit ist bewiesen, daß der Ausdruck 5, des § 19 ioTariant ist. 
Die nennglied erigen Ausdrücke für einen Diatensor wurden bisher stets 
durch Transformation auf ein rechtwinltliges Koordinatensystem gewonnen. 
Die InvarionE ist also nur für den Übergang von einem rechtwinkligen 
System auf ein anderes bewiesen und der kurze Ausdrack „Invarianz" ist 
demgemäß hier und, solange nicht ausdräcklich das Gegenteil bewiesen wird. 
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ti § Sl. Invarianten. 

tottk im folgenden enfcnfMien ftU Ini 
rechtwinkligen Eoordinetenijitei 
belogen wird. 

Der Ausdrack 5,, des § 19 ist gleichfalls inT&naat. Rechnet 
man den in Gleicbnng (19) des § 19 gegebenen Ausdruck für S^ 
mit Gleichung (9) des § 16 um und sucht die Koeffizienten einer- 
seits Ton t|, andererseita Ton t^ t; zusammen, so findet sich für tt 
der Wert Null, für (,(; der Koeffizient 

+ (Äi/i — ßih)ißi>yt — ßxVt) 
+ ißih-ß2YiKßir»-ß»YA 

Nun ist nach § 16, Gleichung (6) und § 17, Gleichung (8) 
ßin~ßth = ß<h^ 
ßiY»—ßtYi = I>^\ 
uew^ also, da DD = 1, wird der Koeffizient von t^t; 

«löi + aj«t + a,«, = 1, 
also mit zyklischer Fortsetzung 

Stj=Ut; + t;k + Ut^, (2) 

womit die Invarianz Ton S^ erwiesen ist. 

Die Determinante Sg ist gleichfalls invariant. 

Beweis: Multipliziert man die aus §16, Gleichung (5) bekannte 
Determinante D mit ';^jt;, so erhält man: 

«i'j ^1*1 yik 

tit.,t;B ~ ct^k ßtU Yik (3) 

«i'i ßi^'i Yik 
Multipliziert man diese Determinante nach den Regeln der De- 
terminantentheorie mit der aus den überstrichenen Kosinus des 
§ 19 gebildeten Determinante D, so ergibt sich, da DD = 1 , 

Ut^t; = 
«i^h + ßißi^'i^YtYik, «i^h + ßißA + YaYik^ '^^ti + ßisßiU + YsYik 
l^^tti + ßißiU+yiYit;, "i^ak + ßaßii'i-^yiYtk^ "s'ish + ßaßJii + YtYiik 
läah-^ßißati+yiYah^ "s^h+ßißA + YiYaki ^a«sh + ßeßA-^ YsYsk 
Die einzelneu Posten dieser Determinante sind identisch mit 
den in § 16, Gleichung (9) gegebenen für t^i, t^^ usw., also ist 
die vorstehende Determinante nichts anderes als S,; es folgt: 

S3 =(=(,*; (4) 
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§21 U.23. Invarianten, Wählbarkeit der Glieder, Gleichheit *S 

Das Bisherige läßt sich zuBammeDfasaen in den Satz: Die 
Koeffizienten der HamiltonBchenGleichung sind sämtlich 
invariaat 

Die GMßen Si and 8g sind nmnittelbar ans den Gliedern des 
gegebenen Diatensors gebildet; bei S^i ist das, wie sich zeigen 
wird, nicht der Fall. Die Invariante zweiten Grades, welche 
direkt ans den Diatensorgliedern gebildet werden kann, laatet: 

Jl = t%^ + t% + tf.+ 2{ty,t,y+t.,t„+t,„ty,). . . (5) 

Um ihre Eigenschaft zu beweisen, bestimme man ans den- 
selben Gleichungen, § 16 (9), den Koeffizienten etwa von t^ in dem 
vorstehenden Ausdruck. Man findet 
(a,ä,)» + («,«,)•+ («»««)' + 2(aja8«»S, -)- «,a,ä,äi + ai«jä,ä,> 
Dies ist («löii 4-01«, -{-«B»a)*, also 1. Zyklisch folgt, daß auch 
die Faktoren von t* und t* gleich 1 sind. Auf demselben Wege 
ergibt sich, daH die Faktoren von t^t^ usw. in <7g sämtlich zu Null 
werden, also erhält man: 

J, = (| +('+(; (6) 

Man beweist leicht die Gleichung J^ = S^—2S,i, welche den 
Zusammenhang zwischen J, und S^i herstellt 

33. WUdbarkeit; Gleichheit von Dlafensoren. 

Die Definition des § 15 legt den fj, t,,, t; keine Beschränkung 
auf, und die Transformation des § 16 ergibt in allen Fällen, daß 
(r),ä( sich in Gestalt einer homogenen linearen Yektorfunktion 
darstellen läßt Also: Konstituenten von beliebiger Doppelrichtung 
und Größe können irgend einem Diatensor zugehören. 

Dasselbe gilt für die neun Komponenten, da die Darstellung 
des Diatensorvektorproduktes durch diese das Produkt ohne 
weiteres in der Form einer homogenen linearen Vektorfunktion 
liefert Dabei ist indessen vorauszusetzen, daß die neun Kompo- 
nenten für ein bestimmtes Koordinatensystem angegeben sind und 
daß man ihnen die Eigenschaft zuschreiben darf, sich nach § 18 
zu transformieren. 

Zwei Diateusoren sind definitionsgemäß gleich, wenn sie gleich- 
gerichtete Achsen und auf den entsprechenden Achsen gleiche 
Konstituenten haben. Zwei Diatensoren sind offenbar auch dann 
gleich, wenn der eine aus dem anderen durch Transformation 
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44 § 22 u. ä3. Oleichkeit, Konjugation, Symmetrie, Antimetrie. 

heiTorgeg&ngeD ist Es folgt, daß zwei durch ihre Kompooenten 
gegebene DiateosoreD gleich sind, wenn ihre neun Glieder in 
der TorgeschriebeneQ Anordnung nud in demselben Koordinaten- 
system einander einzeln gleich sind. Da der Diatensor neun Glieder 
hat, sind zu seiner Bestimmung neun Daten erforderlich; also 
sind zwei Diatensoren gleich, wenn sie drei nichtkomplanare 
Vektoren ä, 91', M" in die gleichen Vektoren 8, 8', 8" überführen. 
Denn jede Ton diesen bedingungen liefert drei Gleichungen, also 
liefern sie zusammen die neun zur Bestimmung der f^, erforder- 
lichen Gleichungen. 

Die Vektoren 9, 9', 9" dürfen aber niobt koropluiar Bein; denn wenn 
das der Fall wäre, köuote man einen derselben, etwa 9", in der Form 
9" ■:= m9l-\-*iW durch die beiden anderen anodrücken, es wären also in 
Wirklichkeit nur zwei Sj'Bteme von je drei Gleichnngen Torgeechrieben. 

US, Konjugation, Symmetrie, Antimetrie. 
Wenn Größen so beschaffen sind, daß sie sich in n Zeilen zu 
n Kolonnen schreibeiL lassen, so nennen wir zwei von ihnen kon- 
jugiert, falls die Zeilen der einen mit den Kolonnen der anderen 
übereinstimmen. Demgemäß heißen zwei Diatensoren z und t^ kon- 
jugiert, wenn 

tyX tyV 'W l^°d t, = l(j„ tyy t,y . . . (1) 

t,x t.y t.. |i„ /„, t„. 

Die Größe, welche zu einer gegebenen Größe 6 konjugiert 
ist, wird ein für allemal mit Gc bezeichnet. 
Auf der Hand liegt der 
Satz I: Die Konjugation ist gegenseitig: 

('.). = ' (2) 

Sind r und a zwei konjugierte Diatensoren mit den Elementen 

tax) 8xx usw., SO ist 

t^^ ■= S^x, tvv = Syy, Uy = S„„ USW. .... (3) 

Transformiert man beide nach §18 und bezeichnet die trans- 
formierten Größen durch Striche, so sieht man ohne weiteres, daß 

s'xx =^ i'xxi s'gy ^ t'yy USW. FciTier ist 

Sy. = ll,{}.,Sx.+l,Sxy+ i,Sx.)+liAi,S,.-\- X,Syy + k,Sy.) 
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Symmetrie, Antimefrie. 



Mit GleichuDg (3) sIbcI die rechten Seiten dieser GteicIiungeD 
einander gleich, also ist s^, =: t'^^ und daraus folgt zyklisch, daß 
auch s'.i ■= t'n, UBW,, also ist a' = t'c-, d. h.: 

Bei der TranBforniation konjugierter Diatensoren bleibt die 
Konjugation erhalten; kurz auagednickt; 

Satz II: Konjugation ist invariant. 

Satz III: Konjugierte Tensoren haben die gleiche Deter- 
minante 8s\ denn konjugierte Determinanten sind bekanntlich 
gleich. Sie haben anch gleiches S,, weil sie die gleichen Diagonal- 
glieder haben. 

Ein Diatensor, der seinem Konjugierten gleich ist, heißt 
selbstkonjugiert oder symmetrisch. Die Begriffe „Tensor" 
und „symmetrischer Diatensor" sind identisch. 

Aus dem obigen Satz 11 folgt ohne weiteres 

Satz IV: Symmetrie ist invariant. Ein Tensor bleibt bei 
allen Transformationen symmetrisch. 

Diei ergibt sich auch einfach ans den Gleichungen (9) des § 16. Stehen 
die drei Achsen £, i, C lenkreobt aufeinander, 80 ist in diesen Oteichungen 
n, ^= a, UBW., und damit wird *„^ ^ (^.^ ubw. Im ersten Kapitel wurde 
gazeigt, daß der Teoor drei rechtwinklige Achsen hat; hier ergibt sich, daS 
die Rsohtwinkligkeit der Acbien die Symmetrie bedingt. 

Auf der Hand liegt 

Satz V: Konjugierte Tensoren sind einander gleich. 

Ein Diatensor heißt antimetriscfa, wenn er seinem Kon- 
jugierten entgegengesetzt gleich ist. Da die Diagonalglieder von 
r und Te dieselben sind, können sie einander nur dann entgegen- 
gesetzt gleich sein, wenn sie Null sind; also muß jeder anti- 
metrische Tensor die Form haben: 

[0 K-h 
l-(i (j 
I *) -h •>. 

Setzt man in den Gleichungen des § IS in = ^y = i,, ^ 0, 
i^x -=■ — iiy usw., so findet sich („.«■ = Oj V^^ = — ^"^ yan^ also 

Satz VI: Antimetrie ist invariant 

Aus der Gleichung (1) ei^bt sich sofort 

Satz VII: Die Summe zweier konjugierten Diatensoren ist 
stets symmetrisch, ihre Differenz ist stets antimetrisch. 
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$ 24. Beeile Tenioreu^uen. 



Wir wenden die Her eingeführten Benennungen anch aoi 
Diatensorvektorprodukte ao: Ein solches Produkt heißt syio- 
metrisch oder antimetrisch, wenn der in ihm enthaltene Diatensor 
STmmetrisch oder antimetrisch ist. Zwei Diatenaorvektorprodufcte 
heißen konjngiert, wenn ihre Diatensoren konjugiert und. Die 
Sätze I bis VII gelten offenbar auch für die Diatenaorrektor- 
produkte. 

24< Hamiltonsche Qldchung des Tensors. 

Daß drei reelle, aufeinander senkrecht stehende Hauptachsen 
stets zu einem symmetrischeo AuBdnick für den Diatensor fähren, 
wurde oben gezeigt £s gilt auch der umgekehrte Satz: Die 
Hamiltonsche Gleichung eines aymmetrischen Tensors hat stets 
drei reelle Lösnngen. Denn sie lautet 

Eine Gleichung tod dieser Gestalt hat aber stets drei reelle 
Wurzeln, 

Der Beweis für diene Behftuptang findet rieh iu der aualytiBohen 
Geometrie bei Gelegenheit der Aufsuchung der Hftaptaohsen einea EÜipaoida. 
Er lautet kurz xuiammengef aSt : M&d multipliriere die drei Zeilen der 
Determinante der Beihe nach mit f„,, t,^ and t^ , aubtrahiere hierauf von 
der ersten Zeile die zweite, von der tweitra die dritte und laiie die dritte 
unverändert, so kommt 

<.K:. — h^*y. — W": Wy — ^*vv — h^*-^ 

Nun diTidiere man die erste Kolonne mit t^,, die zweite mit t,^, die 
dritte mit t^^, so findet sich: 



-(i„-ij) 








-"^-^'" 


-'£) 


'•J — ' 
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§34,35u.26. Eeetle1Fensorach«en,anlim€tri»cherIHatmuoru.VekU)rprodukt. 47 



Man setze abkürzend: 



dann findet sich: 



Fährt man dieM DetermiDaute ans, 

: + 



-N 



= 0. 
N+e 

80 ei^bt lioh leioht die Form: 
+ 1 = 0, 



i — (j^Jtf — (j 

nnd hierim haben die drei Größen a, b, e entweder alle drei d&s positive 
oder alle drei das negatire Torzeichen. Damit findet eich leioht, daß du 
Polynom der Glelchong dreimal im Beeilen durch Null geht, wenn man 
dem ft der Reihe nach die Werte — oo, L, M, N, oo gibt, und damit ist der 
Beweis erbracht. 

3S. Imagliifire Achsen des antlioelriscfaen IHatensors. 

Jeder antimetriBche Diatenaor hat zw^i imaginäre ÄchBen. 
Beweis: Für den DiatenBor 

*i -ia 



■(. 



findet sich mit den Gleichongen (18), (19) und (20) des g 19 sofort 

S,:=0, Sä = 0, Si, = t^ + t} + t^; 
die Hamilton sehe Gleichung degeneriert also für ihn zu 

und damit ist offenbar der Satz bewiesen. 

26. Identität «nes vektorieUen Produktes mit einem antimetrischen 
Diatensorvektorprodnltt 

Bekanntlich ist 
[«»] = iA„B.-A.By)i-^{A.B:,-Ä^B,)i + {Ä,By-A,B^)t (1) 

Das Produkt auf der rechten Seite dieser Gleichung ist offen- 
bar identisch mit dem Diatensorvektorprodukt (c)0, wenn 

-A, Ay 

t = { A,- -^. (2) 
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46 § X. Antimetriicliei Diatfntorvekforprodukt 

gesetzt wird; also jedes yektorielle Produkt kann als aDÜmethsches 
Diatensorrektorprodukt ausgedrückt werden und umgekehrt kann 
jedes antimetrische DiatenBorvektorprodukt in Form eines T»k- 
toriellen Produktes geschrieben wwden. 

Dieser Satz läßt eich auch schreihen in der Form: 

10 -A. Ay 
A. -A. (3) 
-Ag A^ 0, 

wenn wir durch die yor % gesetzte eckige Klammer kouTentioDell 
andeuten, daß der Vektor % Tektoriell mit einem nachfolgenden 
Vektor multipliziert werden soll. Oaa Zeichen M] würde ent- 
sprechend anzeigen, daß der Vektor S mit einem vorangehenden 
Vektor vektoriell multipliziert werden soll. Nach dem Satze, daß 
der antimetrische Diatensor seinem Konjugierten entgegengesetzt 
gleich ist, ordnen sich dann die yektoriellen Produkte dem Eon- 
JQgationsbegriff unter. Es ist [09J ^ [V<B}e- 
Ist der Diatensor in der Form 

Uy ~t,x 
- ixv ty. 
(.1 -iy, 

gegeben, so zeigt der Vergleich mit Gleichung (3), daß der ent- 
sprechende Vektor 91 die Gestalt hat: 

Daraus, daß der antimetriBcbe Diatensor durch einen Vektor vertreten 
werden kann, folgt, daß die allgemeinen Traneformationaformeln eieh fnr 
ilin entsprechend vereinfachen müisen. In der Tat, seUt man in den Glei- 
chungen des § IS 

'ii = *|FV = *»•=" ""^ *Vi = — 'iji ',„ = — '.i' 'iv =~'i,i' 

Bo erh&lt man anOer dem selbetveratändlichen Ergebnii t„,^ = t^^ = t^^ 
= 0: 



Ebenso findet «ich: 
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§ 36 lt. 27. Vektorprodukt, Ellipmide. 



. transformieren sich also wie Vefctorea nach 





*v 


*.I 


'., 


V.' 


1, 


h 
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'»'!■ 
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fi 


f. 


'..,. 


"x 


-. 


-t' 



wenn il,, ^l^ usw. die Eosinns der Winkel Bind, welche iwei reohtwinklige 

KoordioateiiBjsteiDe miteinander machen. 

27. EUipsoide. 
Man kaDD zu einem durch seine neim Glieder gegebenen Dia- 
tensor ein „EUipsoid" konstruieren, welches dem Tensorellipsoid 
in §3 entspricht. Dasselhe würde die Gleichung haben: 
2* = U.x^ + tyyy^ + t.,z^ + (ty. + t,y)yz + {t.,+ t^.)zx \ 

Es hat aber keine praktische Bedeutung, da sich eine Kon- 
struktion, welche der im § 3 für einen Tensor gegebenen analog 
-wäre, für den Diateneor nicht gehen läßt 

Man kann femer für den Diatensor auch ein Deformatione- 
ellipeoid konstruieren. Denkt man sich alle möglichen Vektoren tt 
vom Betrage 1 an den Anfangspunkt angeheftet, so bilden ihre 
Endpunkte eine Kugel um 0, die im System der x, y, e die 
Gleichuns hat: 

«l+V+o."-! (2) 

Tfaflsformiert man diese nach § 16 auf das dortige System 
der I, 1], S, so nimmt sie die Form an: 
v^ + v^+v^+2v^v.eost,ti + 2v.v^cos^,t + 2v^v^cos*i,^=\. (3) 

Multipliziert man nun ii^end ein mit dem Diatensor r, 
dessen Konstituenten tf, t^, t; sind, und nennt man das Diatensor- 
vektorprodukt w, so ist 

»i = (jOj, »^ = f,B„ »»;=(;*',- (4) 

Damit erhalt man aus (3): 



--i _ 



.. ^.+^ + i-i^cosna + 2-h:^cosi,i\ 



■ (ö) 



I D. Djiden, 
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60 § 37 V.3S. Ellipioide, charakterittitcht Vektoren de* Diatensor». 

Daa ist die Gleichung eines EllipBoids; aus der Kugel ist 
also ein Ellipsoid, das „Defonnationsellipaoid", geworden. Auch 
dieses Ellipsoid hat Torerst nnr die Bedeutung, daß es eiue Vor- 
stellung gibt, da die Beziehung zwischen ihm und dem Diatensor 
keine gegenseitig eindeutige ist. Man sieht sofort, daß es zugleich 
das DehnungBellipsoid desjenigen Tensors ist, dessen Konstituenten 
in seine Hauptachsen fallen und Werte haben, die gleich deu 
Längen seiner halben Hauptachsen sind. Man braucht auch nur 
drei beliebige nichtkomplanare Durchmesser des Ellipsoids zu 
ziehen und willkürlich festzusetzen, daß etwa ihre positiven Hälften 
die drei Konstituenten eines Diatensors darstellen sollen; dann 
gehört das Ellipsoid zu diesem Diatensor als Deformationsellipsoid. 
Insofern dasselbe Ellipsoid zu zwei verschiedenen Diatensoren 
gehört, entspricht der gleiche Durchmesser desselben im all- 
gemeinen zwei verschiedenen Durchmessern der Einbeitskugel. 

28. HilfsgrfiBen I; charakteristische Vektoren des Diatensors. 

Ist der Diatensor 

h^^iyyt, (1) 

gegeben, so bilden wir zwei Vektorentripel : 

Erstens 

(.«i + i.„i + '..»=«, ] 

Vi + '«.i + 'y.« = t, (2) 

(..i + i.,i + (»I=c. ) 
Zweitens 

'.xi-i-Vi + '.«» = "c,l 

'x.* + 'i/.i + *..( = &., (3> 

Wir nennen o, b, c die ZeileuTektoren, o«, 6c, c^ die 
Kolonnenvektoren des Diatensors (t). Diese Vektoren Rupfen 
nicht bloß den Diatensor an eine geometrische Vorstellung an; sie 
haben auch mancherlei wertvolle Eigenschfifteu und finden infolge- 
dessen öfters Verwendung. Zunächst geben sie Veranlassung zu 
einer vereinfachten Schreibweise des Diatensors, die Tielfach be- 
quem ist. Setzt man die Gleichungen (2) und (3) voraus, so ist 
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§ 28. Charakterigtisehe Vektorem des Diattruora. öl 

ofFenbar t^x = a^, txy = a^ usw.; der TeDsorx kano also geschriebeii 
werden : 

». w 

c,. 

Da sODScb der Diatensor dnrch die drei Vektoren a, 6, c voll- 
ständig bestimmt ist, können wir ihn auch schreiben: 

(r) = .|., 6,t| (S) 

Für den konjugierten Diatensor folgt dann sofort 

M. = ,(^,»„,.|. (6) 

Es ergeben sich femer folgende Sätze: Das Parallelepiped 
aas den drei Vektoren a, 6, c hat bekanntlich [vgl. Vorbemerknng b)] 
den Inhalt: 

ftx *v h. 

Cx Cg C, 

Dies ist aber die Determinante S^ unseres Diatensors t, also 
Satz I: 

S, = («6e). (7) 

„Die Determinante S^ gibt den Inhalt des ans den Zeilen- 
vektoren gebildeten Parallelepipeds an." 

Da konjugierte Determinanten einander gleich sind, gibt S^ 
auch den Inhalt des Parallelepipeds aus den Kolonnenvektoren an. 
In Gleichung (7) liegt zugleich der Beweis, daß die beiden Parallel- 
epipede (ntc) und (a^b^Cc) inhaltlich invariant sind. 

Die beiden Parallelepipede sind identisch, Wenn der Diatensor 
symmetrisch ist; anderenfalls haben sie zwar gleichen Inhalt, aber 
verschiedene Lage. 

Ferner: Ist b irgend ein Vektor, so ist, wenn der Diatensor (c) 
in der Form (4) geschrieben wird: 

+ {hv.^-Kvy+h.v.)\ (8) 

+ (C.V^ -\- CyVy + c.v.)t\\ 
das heißt 
Satz 11: 

rt. = (aD)i + (6tt)j + (tD)I. (9) 

„Das Diatensorvektorprodukt cv läßt sich darstellen als Summe 
von drei Komponenten, deren Beträge die skalaren Produkt« aoB 
den Zeilenvektoren und dem Argument D sind." 
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B2 § 29 U.30.. Bemerkung über die Tripelprodukte ergter Art; Kodiatentor. 

20. Bemerkung über die Tripelprodokte erster Art. 

lat ein Tripel prodakt von der Oeitalt ll(8S) gegeben, ao bietet die 
Vcktor*lgebr> kein Mittel, den eiaen der beiden in der Klammer Htehanden 
Faktoren, etwa S , herauBzaBetzec. Die letzte Gleiobong dei vorigen Para- 
graphra enthält auf der rechten Seite drei derartige Tripelprodnkte.'und 
auf der linken Seite ist V herauigeBetzt. Besagte Gleiohong dentet also an, 
daß man mit Hilfe von Diatensoren die Aufgabe löaec kann, ans einem 
Tripelprodukt H(0(£) den einen in der Klammer stehenden Faktor, etwa 6, 
heraoiznaetten ; das geschieht in der Tat auf folgende einfache Weise : Zerlegt 
man das Bkalare Produkt in seine drei Sammanden, nnd den Vektor S in 
seine drei Aohaenkomponenten, so erhält man 

= {A^B^ G^ + A^B^ C^ + A,B, C,) l I 

-h <.A^B,C^ + A^B^O^-\-A^B, CJj [ 

+ C-i,B^C,+ ^B,C„ + vl,fl,C,)I. ) 

Seiet man also: 

(A^B^ A^B^ A^B, 
A^B^ A^B^ A^B, (2) 
A,B^ A,B^ A.B,, 
so iat 

«C»a) = {Oe (3) 

nnd daitiit die Aufgabe gelost. Man sieht, daQ der zur Lösnug dienende 
I>iaten>or im allgemeinen acymmetriscb ist. 

30. HUfe^Sßen U; der Kodiatensor. 

In der Determinante des Diatensors, 



K K f>. 



gehört bekanntlich zu jedem Glied eine Adjunkte, welche gebildet 
wird, indem man die Zeile und Kolonne des fraglichen Gliedes 
ausschließt und die übrig bleibenden Elemente in der gegebenen 
Stellung zu einer Subdeterminante zusammenfügt Wir nehmen 
diese Adjunkten, versehen aber diejenigen, welche zu den Größen 
ay,bx,'b, und Cy gehören, mit negativem Vorzeichen') nnd be- 



') Das Kriterium für die Yorzeichen spricht sieh am einfachaten ans, 
1 mau die obige Determinante markiert wie folgt: 



&s werden dann die Adjunkten derjenigen Glieder negativ genommen, deren 
Marken eine ungerade Summe haben. 
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§ 30. Der Kodiatensor. 63 

zeichnen daon die zu a^ gehörige Größe mit ä^, die zu &» gehörige 
mit bx Qsw. In ezteaso sind also 

" |c^C,|' "■ [caC I' ' -|ciCi,|' ' * 

Da die Größen ä^, ä^ usw. sich zum Teil tod den Adjunkten 
durch das abgeänderte Vorzeichen unterscheiden, kann man sie 
nicht wohl als Adjunkten bezeichnen. Wir nennen sie nach einem 
Vorschlag von Gibbs die Kofaktoren, bo daß also ä, der 
Kofaktor Ton «i, bx der Kofaktor von b^ heißt, usw. 

Aus den Kofaktoren bilden wir nun einen Diatensor, der, 
wenn der ursprüngliche Diatensor c heißt, mit r^ -bezeichnet wird. 
Es soll also sein 

(äx äy ä, 
b^byb, (2) 

Ca Cy C,. 

Dieser Diateneor heißt im Anschluß an das Wort „Kofaktoren" 
der Kodiateneor too i. Er hat eine Reihe von wichtigen Eigen- 
schaften. 

Satz 1: 

Ein Blick auf die Gleichung (19) des § 19 zeigt: Der Koeffi- 
zient S^i der Hamiltonschen Gleichung ist die Summe 
der Diagonalglieder (erster Skalar) des Kodiateusors. 

Daher stammt die Markierung dieses Gliedes. 

Die Determinante des Kodiatensors ist mit Sg, zu bezeichnen. 
Schreibt man sie in extenso hin, so lautet sie: 

+(p,Cit~b„c,){(Cxay-Cyax){ayb,-a,by)-'{axby—a^bc){Cga,—c,ag)\ >(3) 
-i-{bxCy-byC:^{{Cya,-c,ay)(a,b,:—axb,)-(ayb,-a,by)(c,at-Cxa,)].\ 

Entnimmt man daraus die Faktoren von al und a^Oy, so 
findet sich: 

«B (byC,— b, Cy)* + 2a^ay (&„ c, — h, Cg) (b, c,^ — 6, c). 
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M §30, Der Kodtatemor. 

Daraus ergeben sich zyklisch die weiteren Posten 

«J(^'<V — ^^c,)' + 2a,a,(6cey — Ä^Ci)(6yC, — 6,«^)- 
Die Torstebenden sechs Posten ergeben, wenn man sie addiert, 
das genaue Quadrat toh 

mid dies ist die Determinante S^ des ursprünglichen Diatensors x, 
also folgt 
Satz U: 

Stt = 81 (4) 

Eine interessante Vereiafachung für die Schreibweise des 
Kodiatenaors ergibt sich aus folgendem: Schreibt man ihn bin, 
indem man die Eofaktoren ausrechnet, so lautet er: 

Ihy c, — h, Cf b, c, — Ja, c, bx e^ — J, c, 
CyO, — c,a^ Ctat — Ctüt da, — <^a, ... (5) 
Qfb, — a,bff a,b, — Uxb, a^b^ — «1,61. 

In der ersten Zeile dieses Ausdruckes stehen die drei Eom- 
ponentenbeträge von [bc], in der zweiten diejenigen Ton [es], in 
der dritten diejenigen Ton [ab]. Also läßt sich der Kodiatensor 
schreiben : 

r, = Ml»c], ["], [■']) (6) 

Versteht man nun [vgl. Vorbemerkung d)] unter n', i', c" die zu 
a, b, ( reziprokalen Vektoren, so ist, wie bekannt, [bc] ^(abc)a'usw. 
Also ist 

T3 = (nf,c)T{a.',V,t'\ (7) 

Weitere Beziehungen des Kodiatengors ergeben sich im An- 
schluß hieran später. Seine wichtigste Eigenschaft aber geht aus 
folgender Betrachtung hervor. Es seien n und tP irgend zwei 
Vektoren, dann ist, wie in § 38 gezeigt wurde, 

tU=(flU)i + (bM)i + ((H)f, (8) 

r« = (aB)i + (bo)j + (ctt)(, (9) 

und damit 

I i i I ' 

(TU, t»] = |(«u) (tu) (tu) (10) 

!(..) (l.) (<.) 
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§ 30. Der Kodiatenaor. 



(") 



Dia v-Eomponente dieses Ausdruckes ist 
[TB, itt], = i {(Ö,M„ + 6j«„ + 6.«,) (c„«. 4- c^w, + CVt) ) 
- (/-.«. + b^Vy + 6. t-.) (C.U, + c,M, + C.U.)]. i 
Andererseits ist 

«■[«»] = ([»<),[«»])'+(['«]. [«•])) + ([«»).[«•])'; • (12) 

die a;-Komponente dieses Aasdruckes ist 



.,.[«.] = »([>€][«»]) I 

+ (S.«,-!i.e.)(».i>.-i<.!>.) ( 



(13) 



Man überzeugt sicli nun leicht, daß die rechte Seite dieser 
GleichuDg mit derjenigea von Gteichuag (11) genau übereinstimmt 
Da das gleiche zjiclisch in y und e gilt, folgt 

r,[«»] = [tii, TB] (H) 

Nun ist [nV] das (vektorielle) Parallelogramm mit den Seiten 
u und 1». [tu, to] ist das entsprechende Parallelogramm aus den 
transformierten Vektoren tu and c»; also, da u and » ganz be- 
liebig sind, besagt GleichuDg (14): 

Satz ni: ^.Multipliziert man ii^end zwei Vektoren mit dem 
Diatensor, r, so multipliziert man gleichzeitig das aus den beiden 
Vektoren ii and u gebildete Parallelogramm mit t,, und zwar, da 
Gleichung (14) vektoriell ist, nicht bloß bezüglich des Flächen- 
inhaltes, sondern auch bezüglich der Stellung des Vektors, welcher 
diesen Flächeninhalt darstellt." 

E* ist bemerkeaBwert, daß bieruoch eia und dieealbe geriobtet« Läng« 
«Tentaell verachiedea traniiformiert wird, je naohdem sie einen poUren oder 
azialea Vektor (Verachiebung oder Fläche) darstellt, Multiplideren sich die 
polaren Vektoren mit t, so werden die aus ihnen gebildeten axialen mit r^ 
multipUslert. 

Sind zwei Diatensoren konjugiert, ao ist das bx des ersten 
gleich dem üy des zweiten nsw. Geht man damit in Gleichung {b) 
ein, so findet sich leicht der 

Satz IV: Konjugierte Diatensoren haben konjugieii« Eodia- 
tensoren. Und daraus folgt weiter 

Satz V: Der Kodiatensor eines Tensors ist ein Tensor. 
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§ 31. Der JHatentor al» Prä- und Fo»tfaklor. 



31. Der Diateiuor als Pr$- und Postfaktor. 

, In § ^ irarde .daxanf hingewiesen, dafi [o9I] als [StU], auf- 
gefaßt werden kann. . Diese Ausdebnnng des Konjugationsbegriffes 
bat eine weitgehende I^'olge. Da nämlich [9 ersetzt werden kann 
durch einen antimetriscfaen Diatensor c, so folgt: Schreibt man 
[u3|] =.[3lii]c, so bat man folgerichtigerweis« ancb' zu schreiben 
QT = {rO)e, und daraus folgt tPr == — rV, d. h. das Diatensor- 
Toktorprodokt ist im Torliegeoden Fall nicht kommutatir. Wir- 
nehmen diese Folgerung nicht nur an, sondäm-dehnen sie auf 
allE^ Diatensoren aus, indem wir festsetzen:' Es soll all- 
gemein sein ; - - 
»r = (r»)(._ 

Gibbe bat eine für diesen Fall recht brauchbare Termino- 
logie eingeführt. Von den beiden Faktoren, aus denen einProdukt 
besteht, nennt er' den zuerst geschriebenen den Präfaktor, den 
nachfolgenden den Postfaktor. Die TOrstebende Festsetzung 
lautet dann in Worten: Ein aJs Postfaktor stehender 
Diatensor hat dieselbe Bedeutung wie sein als Präfaktor 
stehender Konjugierter. Den mit dieser neuen Eigenschaft 
ausgerüsteten Diatensor bezeichnen wir von jetzt ab in der Regel 
mit dein Buchstaben 4^ und reserrieren die Buchstaben T und t 
für die bald auftretenden Teile desselben. Die soeben getroffene 
Festsetzung ist danji-zu scbi^iben: 

»^:.=;(0»)„ und «» = (*«),. ..... (1) 

Bisher wurden Sie Diatensoren stillschweigend aber mit Ab- 
sicht ausschließlich als Fräfaktoren gescbriebea. Sie werden auch 
später für die wichtigsten Anwendungen so geführt werden, aber 
die aus Gleichung (1) gegebenen Beziehungen erweisen sich, 
namentlich für zwischenliegeode Sätze und Beweise, als vielfach 
brauchbar. 

ZnnächM entateht die Frage, ob die bisher bewiesenen Sätze anoh dann 
noch gültig rind, wenn der Diatensor als Postfaktor sieht. Soweit sie sich 
auf den ^lein bingetchriebeuen Diatensor beziehen, ist du ofienbar der Fall, 
aber ein Teil nnaerer -Satze" wurde durch Rekurs auf das Diatensorvektor- 
produkt gewonnen, vor allem die Transformationsgleichnngen. Es ist daher 
zu fragen, ob diese gültig bleiben. 

Es sei <^ ein als Fräfaictor gebrauchter Diatensor and '<>' derselbe aof 
ein anderes Koordinatensystem tranäforiniert. Für jedes Argnment ist dann 
•t^V Baohlich identiBoh mit 4>P. 

Ist nun ti4> zu transformisren, so schreiben wir statt dessen (4*11)^. •!•» 
transformiert sich nach § 18 und wird zu 4''*. Setzt man in <J^a nun t^_, 
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§ 32 u. 33. Produkt u * 0, volhtändige u. unvolUtändige IMatenaoren. 67 

an die Stelle von l^y, naw., so erhält man (</''d)c und nach Oleichung (1) irt 
dies fl^, das heißt; 04^ erhält man am ii4> durch dieselbe Trantformatioii, 
dorofa welche man aus '(■s erhält 'f^n; mit anderen Worten: der Poatfaktor ^ 
trknafoFmiert lich ebesso wie der Prafaktor 41. Damit bleiben ofienbar aach 
die Sstzti der § t9, 2Q, 23 für den als Postfaktor gebranchten DiatenBor er- 
kalten. 

Ist 4' ein Tensor T, <o lenohtet ohne weiterei ein, daß 
T = r». 

Ist t ein antimetrisoher Diatenaor, bo i«t entsprechend ti = — tu. 

33. Produkt s^ti. 

Da sowohl "Pt wie b0 Vektoren sind, kann man beide weiter mit einem 
Vektor multipliziereii, nnd zwar sowohl akalar wie vektoriell; Für die akalare 
Maltiplibation ergibt sich eine einfache BeEiebnng. Ei ist nämlich, wenn 
</• = •P{a, 6, t}, 

(», * ») = ia^v^ + «, v„ + a,c^ «, 1 

+ (M^ + 6,«'„ + V.)«J .-■-■-. (1) 
+ («.«.,+ V» + '.''^«J 

+ K ":. + *'„''!'+*'*'*•> "vi (2) 

+ (a,u,+ 6,«„ + <:,«,)vJ 

Der Vergleich zeigt, daJJ bei vollständiger Aasreohnnng die Eolonaen 
von Qleiohnng (2) mit den Zeilen von (1) übereinstimmen. Also ist 

(«,*>) = (II*,U), (3) 

nnd man kann fnr beide daa einfache gemeinschaftliche Zeichen 

einfahren. 

Femer ist, wie laicht zd beweisen, 

n*d = B*„iL (4) 



33. VoUstHndige und nnvoUstlndige Diatensorcn. 

Wir kommen nnn snf die am Sohluß von S 19 gemachte Bemerkung 
Enrüok. Ein Diatensor, dessen Hamiltonsche Gleichung nicht zu einer 
Oleiohung von geringerem als dem dritten Grade degeneriert, beißt voll- 
ständig, ein solcher, bei dem Degeneration eintritt, heißt anvollstäudig. 
Die GegeneTstion kann offenbar zwei Qrade haben: Ist 5^ ^ nnd S^^ ^ 0, 
so wird die Hamiltonsche Gleichung zu einer Gleichung zweiten Gradui 
der Diateneor heißt dann planar. Ist gleichzeitig ,S'g ^= ond Sn = 0, 
eo wird die Hamiltonsche Gleichung linear, der Diatensor heißt dann 

Da die Invarianz der Größen 5, nnd fgj bewiesen wnrde, fo^, daß 
VoUatändigkeit, Planaritftt und Linearität invariante Eigenschaften des 
Diatenaors sind. 
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OB . § S3. Vollständig M»rf unvollBtätidige Dialentoren. 

L Vollitändiger Diatenaor. Soll ein Difttensorrektarprodnkt 
4>|a,fc,c|a ^ H Win, ao müuau die ikalareu Gteichnogen erföllt sein: 

8.«.+ \., + 6,r. = «,,[ (1) 

'.•.+ ',«.+ '.•.=".1 

£• fol^ cnnäohat: Sind * und w vorgetohriebeu, so sind die nenn 
Größen a^, a^ naw. die ünbekanuteii. Da mftn tax Beatimmnug derselben 
nnr drei Gleiohnngeu hat, lind oo* Löanngen möglich; man kuin also jeder- 
zeit nicht nnr einen Diateuior finden, der ein Torgeeohriebenea H in ein 
Torgeaohriebenea W überführt, londern man kann auch fär dieaen Diatenaor 
noch Mcha weitere Bedingungen nillkörlich TorMhreiben, kann z. B. iwei 
Zeilen oder zwei Kolonnen von vornherein fsttaetien oiw. 

lat aber w und 4> vorgeaehrieben, ao aind v^, e„, r, die Unbekannten. 
Han hat alao für die drei Unbekannten drei Gleiobangen, und dieie ei^eben 
bekanntliuh drei Löaungen, aoUnge nicht die Determinante ans den Koef- 
£denten der e^, ti„, «, veraehwindet, Dieae Determinante ist aber S^, alao: 
Zu jedem yorgeichriebenen Diatenaor 4> läHt aich ein Argument t dann und 
nur dann ao bestimmen, daß das Produkt 4>ti einen beliebig Torgeaohriebenen 
Yektor H ergibt, wenn der Diatenaor vollatändig iat. 

11. Planare Diatenioren. lat S^ = 0, während Sj, =4= 0, ao hat 
die Hamiltonache Glaiohimg zwei von Null verachiedene Löaungen, und 
man kann ihr die dritte Lösung t> ^ Euaohreiben. Von den drei durch 
die Gleichung beatimmten Eonstitnenten wird also einer zd Null, während 
die beiden anderen endlich aind. Da S^ = (ait), iat daa Farallelepiped ans 
den Zeilenvektoren Null, d.h. «, i und t mnaaen komplanar oder kollinear 
aein. Daa letztere iat anegeaohloaaen, aolange S^j ^ 0; denn, wie nnten 
gezeigt wird, reduzieren eioh für den Fall, daß a, b, c kollinear aind, alle 
Diatenaorvektorprodukte auf Vektoren der gleichen Doppelrichtung. Dem 
-wideraprioht aber die Tatsache, daJI der planare Vektor zwei von Null ver- 
achiedene Eonstitnenten hat, daß alao wenigatena die in die beiden Achsen 
fallenden Diäten aorvektorprodakte verachiedene lUchtang beiitzen. Wir 
haben aUo damit zu rechnen, daß a, i, t komplanar lind ohne kollinear zu 
sein. Dani) ist, wenn l, m, n drei pasaend gen&hlte Skalare aind, 

la + mi + nc = 0, (2) 

nnd damit wird ' 

*l. = (0»)(i— i|)-|-(bB)(i-^l) (3) 

Da (DD) und (fcD) akalar aind, heifit daa: alle Diatensorvektorprodnkte 
sind in unserem Fall komplanar mit einer Ebene, welche durch die beiden 

Vektoren i 1 und j ( bestimmt iat. Diese Ebene nennen wir 

achlechthin die Ebene des Diateoeora, Sie ist invariant; denn wenn sie 
mit dem gewählten Koordinatensystem variierte, ao würden sich unendlich 
viele Vektoren v finden lassen, derart, daß daa Diatenaor Vektorprodukt •/>« 
je nach der Wahl des KoordinalenByatema in verschiedene Ebenen fiele, 
d h. die Bestimmung der homogenen linearen Vektorfunktion dnroh 4* wäre 
nicht eindeutig. 

Der Ursprung der Bezaichnnog „planarer Diatenaor" iat hiermit deutlich. 
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Vollgländige und unvollBtättdige LHatensoren. 



Hat d«T Diateiuor 4> znei reelle, von Null Terachiedeue Konititaenten, 
Bo wiieeu wir, dafi ein Vektor v, der in eine der Aobseii fillt, n&oli der 
MnltiplikatioiL mit •!> nooh immer in derBelbea Achse Uegt, aUo ist die 
Ebene de« Diatenaon komplanur mit der Ebene dieier beiden EonstiBtnenten. 

Das Lot auf der Ebene wird der Richtung nach bestimmt durch das 
vektorielle Prodakt [nt — IE] [n j — m[], d. i. naoh Fortlaseoug de» Bkalaren, 
also für die Riobtang bedentungslosen, Faktors n 

»+"(+"' (') 

Der planare Diatensor Terniohtet jede Komponente von a, die auf 
«einer Ebene aenkreobt steht, vernichtet also daa ganze B, wenn dieeea auf 
seiner Ebene senkrecht steht. Innerhalb seiner Ebene kann das Produkt ^it 
offenbar jeden beUebigeu Wni annehmen, da U sieh immer so wählen UQt, 
daO die Faktoren (sD) und (tti) beliebige GröBe haben. 

Spezialfälle. Ist 'P symmetrisch und auf seine Hauptachsen bezogen, 
■o mafi der planare Diatensor naoh dem Obigen eine der folgenden Formen 

10 f'ai ((^^0 

(,,0 (,, 

(„, (0 („, lo 0. 

Seine Ebene ist diejenige Ebene, in welcher die beiden endKehen Kon- 
stituenten liegen, und er Temiohtet jede dazu senkrechte Komponente. 
Ist 'P antimetrisch, so ist es naoh §26 planar. Schreibt man: 



■=r 



so ist nach GleichaDg (2) 

-'•,i+i«,i + '»o,i-».».f-"«,i+"«.l = o, .... (6) 

= = 1, i = ^, 1 = !^ (7) 

Dario, daQ die dritte dieser Gleichungen durch die beiden ersten erfüllt 
wird, liegt die Verifikation der Planarität. Man kann dafür mit Weglassnng 
eines bedeatongaloBen skalaren Faktors schreiben : 

1 = a„ ™ = .,, r. = «, (8) 

Nach (4) ist also der Vektor, welcher auf der Ebene des Diatensors 
lenkreoht steht, 

■,■ + »,) + ».' (9) 

Dies ist aber nach § 26 der vektorielle Faktor [91, welcher den Diatensor 
vertritt, also ergibt sich : Der Vektor 8 steht senkrecht auf der Ebene des 
mit ihm äquivalenten antimetri sehen Diatensors. 

lU. Lineare Diatensoren. Ist gleichzeitig Sg und Sj, = 0, so 
bleibt nur eine, stets reelle, Lösung der Hamiltonschan Gleichung übrig, 
die von Null verschieden ist, solange nicht iS^ = ist und damit der ganze 
Diatensor verschwindet. Von den Konstituenten ist also nur einer endlich. 
Die ZeUenvektoren sind kollinear; zwischen ihnen bestehen zwei lineare 
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60 §33 u.M. Lineare Diatenaoren, additivt Eigeniehaften. 

GleiohQQgen und Termittelst denelben läBt aich c «!■ m«, b &!■ ng aus- 
drücken. Das Diateniorrektorprodnkt wird alio 

*l, = («ii)i + (mo»)(+(«id)l (10) 

= (l»(H-».j + nl), 
d. h. alt» Diatensorrektorprodakte sind kollinear mit dem Vektor 

i + wi + nl, (11) 

dieMT heiHt die Gerade dei DiatentorB. Sie ist offenbar invariant and 
mit lasammen mit der Doppelriohtnng de* von Null Tenohiedeneii Koa- 
rtituenten. Auf dieier Geraden kann </•> bei pueender Wahl von * offenbar 
jeden beliebigen Wart annehmen, and der lineare Diatentor Teniiohl«t jede 
Vektorkomponente, die nnkreoht anf seiner Geraden steht. 

Ist er symmetrisch, lo hat er, anf leine Hanptaolisen bezogen, eine der 
Formen: 



Antimetrische Diaienioren kommen hier nicht in Betracht, sie sind 
nach §26 entweder Null oder planar. 



Drittes Kapitel: Additive BigeoBobaftezi, 

additive Zerlegung des Diatensors und die auf dieselbe 

gegründete Transformation des Saumes. 

84. Additive Elgenschaflen. 
Die einfachen Erwägungen dea § 11 gelten, weil eie auf der 
Linearitilt der Gnindgleichimg beruhen, &ach für Diatensoren. 
Die folgenden Sätze lenchten daher unmittelbar ein: Es ist 

a>{ii + ») = *ii + «P». (1) 

Wir definieren ferner 

(« + «')»' = ^»' + <^» (2) 

Es folgt dann ohne weiteres: Man addiert zwei Diatensoren, 
indem man ihre entsprechenden Glieder einzeln addiert Die 
Ausdehnung des Satzes auf drei und mehr Diatensoren sowie 
auf Subtraktion liegt auf der Hand, ebenso, daß die Summen 
distributiv sind. 
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§ 34 u. 35. Additive Eigenschaften, fundamentale Zerlegung des IHatensorg. 61 

Ebeuso der Satz: Man multipliziert einen Diatensor mit 
einem Skalar ni, indem mau seine sämtlichen Glieder einzeln 
mit m multipliziert, nebst der Gleichung 

(t»(p)V = »i(<&») = m^v (3) 

Wir haben hier nur nachzutragen, wie sich die Gleichungen 

(2) imd (3) schreiben, wenn man den Diatensor 9 dnrch seine 

Zeilenvektoren ausdrückt Es ergeben sich unmittelbar die Satze: 

a»[a,lp,c}±<P(e,f,9} = <l>(a+e, 6±f, c±g], . . . (4) 

mO((i,6,cj = <&{f»ii,m6,mt), (5) 

die bewiesen sind, sobald man die d> in extenso hinschreibt. 

35. Die erste fundamentale Zerlegung des Diatensors. 
Satz: Jeder Diatensor läßt sich additiv auf eine und nur 
eine Weise in einen symmetriachen und einen antimetrischen Teil 
zerlegen. 



■ ■ (1) 

und damit ist der B«weis, daß die Zerlegung möglich, durch 
tatsächliche Herstellung geführt. Es ist noch zu zeigen, daß 
keine andere Zerlegung der verlangten Eigenscbi^ möglich ist. 
Sollte eine andere Zerlegung möglich sein, so müßte es einen 
Diatensor Sl geben, der die Eigenschaft hätte, daß von den beiden 
Größen a-nß A d> 

^±_i + ß «nd ^-|P-ß (2) 

die eine symmetrisch, die andere antimetrisch wäre. Das ^re 
auf zweierlei Weise denkbar. 

Erster Fall. — ^^— ^ + Ä soll symmetrisch, ~ — — Sl 
soll antimetrisch sein; dann folgt 



2 2 

und damit findet sich leicht 

ß = Äc = — Ä, 

was nur möglich ist, wenn £1^0. 
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§ 35. Die ertte fundamentale Zerlegung de$ Dinien»on. 



Zweiter Fall. — — ^ — Sl soll symmetrisch, — ^ — - 
soll antimetrisch sein; dann folgt: 

2 + 2 



+ a 



und daraas ergibt sich leicht: 

Ä=: — *,. 
Führt man dies \a deu Ausdruck (2) ein, so erhält man: 

wird also wieder auf die Ausdrücke in (1) geführt Folglich sind 
diese die einzigen, welche den Bedingungen genügen. 

Die Gegenüberstellnng der beiden Bestandteile, welche in 
Gleichung (I) gegeben ist, legt es nahe, die weitläufige Be- 
nennung „antimetriBcher Biatensor" abzukürzen in „Antitensor". 
Wir führen diese Benennung ein, und dann lautet Gleichung (1) 
iu Worten: Jeder DiatensOF zerfallt additiv eindeutig in 
Tensor und Antitenaor. 

Ist 'Sf von TOrnberein symmetrisch oder antimetrisch, so ver- 
scbnindet im ersten Fall der Antitensor, im zweiten der Tensor. 

Wir bezeichnen für die nächsten Zwecke den Tensor — Jj — 



(,,+ V i..^i.. 



(., + ',. 


2 



(3) 



» 
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Die erste fundamentale Zerlegung de» Diateneors. 






(„-',. 


U, — t.z 


2 



2 


2 


2 


(..-(,. 


(., - ',. 





(6) 



Bekanntlich läßt sich nun der Autitensor t ersetzen durch 
einen vektoriellen Faktor, welchen letzteren vir nunmehr mit 
[4 bezeichnen, und zwar ist nach § 26 

^= 2 '+ 2 ' + ^ *■ • • • W 

Ea ist also 

«»= Ttp + iü = T» + [^B] (7) 

Da bereits bewiesen wurde, daß T, = T und if] = [ifc ist, 
ist die Zerlegung auf oO ohne weiteres anwendbar und 

B* = UT+»T= rtt + [o^] (8) 

Bezeichnen wir nunmehr die ZeilenTektoren von Tmit 9, fR, <£, 
diejenigen von v mit a, b, f, so ist nach dem vorigen Paragraphen 
<5B = (9( + a,tt)t + (9 + S,<')i + (ffi + t,»)l . . . (9) 
und gleichzeitig ist 

tt = —h.\ + J>„l\ 

6 = ~hj+h.i,\ (10) 

t =—hyi + h4.\ 
Konjugierte Diäten Boren hab^n offenbar denselben Tensor und 
entgegengesetzt gleiche Antitensuren. 

Bezieht man den ganzen Diatensor auf die Hauptachsen 
TOD T als Koordinatenachsen der x, y, z, so nimmt er die Form an 

IL a 
If + [Ü, (U) 
a N 
in welcher er für eine Übersicht über seine Wirkungen besonders 
bequem ist. L, M, N sind drei Skalare, deren Werte, wenn nicht 
von TOrnherein bekannt, sich aus der Transformation auf die 
Hauptachsen ergeben. 

Gleichung (11) läßt sich aussprechen in der Form: Der 
Diatensor bat im allgemeinen drei orthogonale Konstituenten und 
einen vektoriellen „Zusatzfaktor". 
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64 § 36. Dif Wirkung rfrt Diatentor» auf ein finzrlnet Argument. 

Et folget schon bieniiu, dkfi die Teilnng in Tensor und Antitensor fär 
einen gegebenen Distensor iDTariant ist. Dies ergibt sich &ach einfach ans 
folgendem: Ee sei ein Diatanaor im Koordiastansystem der x, y, e gegeben, 
und et gelten dort die Bezeichnangen 'f', T, t ; transformiert man dann ^, T 
nnd T auf ein Koordinatensystem der z*, y, ^ and bezeichnet die dortigen 
Werte mit •i'', 7*, i', BO ist erstens •P' ^ T' -\- 1', und zweitens ist T' ein 
Tensor, i* ein Äntitensor, weil Symmetrie und Antimetrie invariant Bind. 
Da nun 4>' nur auf eine Weise in TenBor und Äntitensor lerlegt werden 
kann, sind T' und tf schlechthin der Tensor und Äntitensor von ^. Nun 
hat T' dieselben Konstituenten wie T und i' die gleiche Achse mit i, also 
ist die Teilung von •P' geometrisch gleichbedeutend mit derjenigen von 1: 

80> Di« Wirkung des Diatetuora auf ein einzelnes Argument. 

Dieselbe liegt iu der Gleichuog 

<Pö = r» + rö (1) 

Tv ist nach § 3 zu konstruiereo ; die Multiplikation mit T 
verlängert die drei KomponeDten ^0x^ »y, V, im VerhältDisi) L:\, 
M:\, N.l. 

c« = [^v] ist ein Vektor, der der Znaatzvektor heißen 
möge. Er steht senkrecht auf ^ und v in dem Sinne, daß ^, n 
und [ffV] ein rechtshändiges System bilden. Sein Betrag ist gleich 
dem Inhalt des aus ^ und B gebildeten Parallelogrammes. 

0v erhält man, indem man die beiden Vektoren Tv und 
[^V] geometrisch addiert. 

)>9 = Tv — l^i] (2) 

Zwei konjugierte Diatensorvektorprodakte desselben Argu- 
ments haben gleiche T« und entgegengesetzt gleiche Zusatz- 
vektoren. Damit ist die geometrische Bedeutung der Konjugation 
dargetan. 

Alles dies ist nach dem Vorangegangenen selbstTerständlich ; 
es ist nur ein Blick auf gewisse Spezialfälle zu werfen. 

L Negative Konstituenten von T. Sind die Konsti- 
tuenten X, M, N alle drei positiv, so bleibt bei der durch T 
dargestellten einfachen Deformation (vgl. § 9) die Richtung jeder 
einzelnen Komponente u^, »„ oder tp, unverändert Ist aber ein 

') Um jedes MiUverständniB auszuschlieOen, sei bemerkt, daB man in 
Deutschland eine nmalige VergrÖHerung meist aasdräckt durch die Be- 
zeichnung „TergröUerung im Verhältnis von 1 : n". Wenn mau sieh aber 
an die allgemeine Regel hält, daü beim Niederschreiben eines Verhältnis ees 
der Dividendas vorangesetzt wird, ist die Schreibweise nVergrößerong im 
Verhältnis n : 1 " sicherlich zulässig und wohl vorzuziehen. 
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§ 36. Die Wirkung des Diatensors auf ein eimelnes Argument. 6B 

KonBtitnent, etwa N, negativ, so kehrt sich die Richtung der 
entsprechenden Komponente b, durch die MnltipUkation nm : 
L ö^ 4- 3f »,, — Jf », ist das Spiegelbild toq Löj + Jlfji„ + JVh„ 
gespiegelt an der ^ry-Ebene. Ein oegativer Konstituent bewirkt 
also Inversion mit der Ebene der beiden anderen Konstituenten 
als Spiegel; zwei negative Konstituenten bewirken entsprechend 
zweimalige Inversion (Interversion) ; drei bewirken völlige Um- 
kehrung (Reversion). 

II. Einheitstensor. Es kann L ^ M ^ N = 1 werden; 
dann ist To =: b. Der Einheitstensor 
1 



lO 1 
wirkt mnltiplikatiT wie die algebraische Einheit. 
Tensoren wie 

(10 j-1 (-1 

lo 1 jo --1 j -1 

lo -1, U -1, I -1 

liefern die Inversion, Interversion und Heveraion ohne Größen- 
ändenmg, der dritte ist multiplikativ gleichbedeutend mit — 1. 
III. Unendlich kleine Antitensoren. Bezüglich des Anti- 
teDsors sind analoge Spezialfälle nicht anzugehen. Der Vektor ^ ist 
durch O Dach Größe und Richtung gegeben, und der einzige Spezial- 
fall, der eine Besonderheit hat, besteht darin, daß ^ unendlich 
klein wird, für welchen Fall wir dif schreiben wollen. Es ist 
dann [ä^n] ein unendlich kleiner Vektor, der in die Ebene von r 
fällt. Fügt man zu [(2^ noch einen Einheitstensor, so repräsentiert 
das Diatensorvektorprodukt 



1 + [(flj B 

1 / 

die Summe aus dem ursprünglichen Vektor und einem unendlich 
kleinen senkrecht zu B stehenden Vektor, d. h. es stellt den 
Vektor V dar, nachdem derselbe um einen unendlich kleinen 

Winkel ^ LJ!_J gedreht ist. Also: Die Summe aus Ein- 
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66 §37. Die affine BtaantranfformaHon. 

heitstenBor and uneDdlicli kleinem Znsatzfaktor atellt einen Faktor 
dar, der eine unendlich kleine Drehung des Argoments bewirkt. 
Die Achse dieser Drehung denke man sich in den Anfangspunkt 
Ton V Terlegt und senkrecht zu v und % 

[d]^,»] selbst ist die Dislokation, welche der Endpunkt von » 
durch die beschriebene Drebung erfährt. 

87' Die affine Raumtransformatioii. 

Gegeben sei ein (begrenzter oder unbegrenzter) Baum L Wir 
wählen in demselben einen festen Punkt aus und betrachten 
ihn als Koordinatenanfang. Irgend ein Punkt 1 des Baumes ist 
dann bestininit durch den Fahrstrahl 1, welcher von nach I 
hinführt. Wir legen zugleich durch ein rechtwinkliges Koordi- 
natensystem der X, y, e und denken uns die vorkommenden Ten- 
soren in diesem System bestimmt. Werden nun sämtliche Fahr- 
Btrahlen t in 1 mit einem Diatensor <& multipliziert, so wird 
dadurch der Raum I in einen zweiten Raum II umgewandelt, er 
wird „auf den Raum H transformiert" oder, was dasselbe 
sagt, er wird so „bewegt", daß er in die Lage II übergeht Die 
Multiplikation sämtlicher Fahrstrahlen r mit O hat ohne weiteres 
die Folge, daß auch jeder beliebige andere Vektor 1 2 des Raumes 
mit dem gleichen Diatensor multipliziert wird; denn l 2 iat ja 
'a — <^i- Dadurch, daß die sämtlichen Vektoren direkt oder indirekt 
auf bezogen sind, wird die ganze Transformation an den Funkt 
geknüpft, und heißt deshalb auch der Mittelpunkt der Trans- 
formation. 

Die geometrische Grundeigenscbaft dieser TransformatioD er- 
gibt sich aus folgender einfachen Erwägung. Es seien o, 6, t drei 
Vektoren in I und a', ü', t' dieselben nach der Transformation. 
Dann ist 

a's = ixxOx + usw.,! 

t; = U^b^-\- usw., l (1) 

Ci = txx C„ + 08W. ) 

Sind nun die ursprünglichen Vektoren a, b, c komplanar, so 
kann man setzen c ^= »» o -l- n 6. Dann wird 
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§ 37. Die afline Maumtramformatüm. 67 

imd da die entsprechaiideii Gleichungen offenbar für alle Eiuzel- 
prodnkte t^tCi gelten, bo wird 

t'^ma' + nb', ■ (2) 

d. h. die transformierten Vektoren sind gleichfalls komplanar. 
Hieraus folgt sofort: Kollineare Vektoren bleiben kollinear, Ebenen 
in I bleiben Ebenen in II, gerade Linien bleiben gerade Linien. 
Parallelogramme und Parallelepipede bleiben solche, ähnliche und 
ähnlich ■ gelegene Figuren bleiben ähnlich und ähnlich gelegen, 
obgleich im allgemeinen die Eichtungen sich ändern. 

Sind a und h parallel, so ist 6 = nt a und demgemäß b' ^ m a'. 
Also das Längenverhältnis paralleler Strecken bleibt unverändert; 
eine ebene Figur verwandelt sich durch die Transformation in 
eine ihrer (im allgemeinen vergrößerten oder verkleinerten) ortho- 
graphischen Projektionen. Das Verhältnis, in welchem die Vek- 
toren ii^end einer durch die drei Kosinus «i, j3,, y, bestimmten 
Bichtuttg verlängert werden, nennen wir das der Sichtung oe,, f),, ^, 
zugeordnete Elongationsverhältnis f. Bei Verkürzungen ist 
es natürlich -<1. 

Daß aus einer, Kugel ein Ellipsoid wird, ist bereits bekannt 
Die in § 27 angestellte Überlegung zeigt auch ohne weiteres, daß 
ein Ellipsoid sich wieder in ein Ellipsoid verwandelt (daß dabei 
im Spezialfall zwei oder alle drei Achsen gleich werden können, 
ist natürlich nicht ausgeschlossen). 

Sind a, b, c konjugierte Semidiameter eines Ellipsoids im 
Baum 1 und sind üire Elongationsverbältnisse e„, e«, £„, so haben 
die entsprechenden Vektoren in II die Beträge a' = E^a usw., also 

wenn im Raum I die Gleichung galt -s+tj^-^ = 1. so gilt 

im Raum II -A|- + - jtI - + -^ = 1, d.h. drei Semidiameter des 

transformierten Ellipsoids sind konjugiert, wenn sie drei kon- 
ji^erten Semidiametem des ursprünglichen Ellipsoids entsprechen. 
Eine Transformation von dieser Art heißt eine affin projek- 
tivische, abgekürzt eine affine oder nctch Thomson und Tai t 
eine homogene Transformation. Das Ergebnis lautet also: 
■ - Die Multiplikation sämtlicher Vektoren eines Raumes 
mit einem Diatensor bewirkt eine affine Transformation 
des Raumes. Diese ist noch näher zu nntersuchen. 
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ee §3au.39. •!>, -t-^ und S^ bei der aßnenTran^fomtation, reine Deformation. 

88. Die Rolle von #, #, und S, bei der atfiaen' Transformation. 

Multipliziert maa den Vektor H mit dem Diatensor 

<& = ]&, by h. 



und ebenso ergibt sich 

m^\ = mhc, «*t = MCe. 
Ein Parallelepiped, welcbes im Raum I die orthogonalen 
Seiten H, m\ und nt hatte, wird im Kaum II zu einem Parallel- 
epiped mit den Seiten Ja» mi„ nCc. Sein Volumen verändert sich 

also im Verhältnis ^ ' ' '' oder — i— ^, und da dies für alle par- 
Etltelepipedischen Elemente gilt, in die man den Raum I einteilen 
kann, so folgt: Durch die Transformation mit O werden alle 
Volumina im Verhältnis (ob c): 1 oder S,:l vergrößert. Nimmt 
man dazu den Satz lU von §30, Gleichung (14), so folgt: 

Multipliziert man alle Verschiebungsvektoren eines 
Baumes mit dem Diatensor O, so mnltipliziert man gleich- 
zeitig alle ebenen Flächenräome desselben mit ö^ und 
alle Volumina mit S^. 

Daß die TranBformatioD der Volumina vennittelBt eine« Skalara erfolgt, 
während Vektoren und ebene Gebilde mit Tensoren multipliziert werden, 
liegt an der TateBohe, daU allgemein (iebilde von n Dimetwioneii in eiueni 
n-Bohsigen Baum Skalare oder pBeadoakalare sind, während Gebilde von 
weniger al« n Umensionen sieh in demaelben Raum aU Vektoren darstellen 
laBsen. 

Sft. Die endliche reine Deformation. 

Die Transformation des Raumes, welche durch einen Tensor 
hervorgebracht wird, heißt (§9) reine Deformation. Es können 
dabei dieselben Spiegelungen eintreten, die bereits in § 36 ei-wähnt 
wurden. Die Berücksichtigung derselben ist ganz einfach, sie 
werden daher im folgenden nicht weiter erwähnt Daß und wie 
eine Kugel des Raumes I sich im allgemeinen in ein Ellipsoid 
des Raumes II verwandelt, wurde früher schon besprochen. Wir 
wollen hier noch die Frage behandeln: Was wird bei der Trans- 
formation ans einem rechtwinkligen Parallelepiped mit den drei 
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§ 39. IHe enäliehe r 



t Deformatwn. 



Kanten 9, q, tV Wir nehmen an, daß die drei Vektoren p, q, r 
mit ihren Aniangspnnkten im Eoordinatenanfang zusammentreSen 
und daß ti in die Bichtnng der x, q in die Bichtong der y, t in 
die Richtung der z falle; dabei soll der Tensor gegen das Koordi- 
natensystem beliebig orientiert, ako durch Beine sechs Glieder 
tta nsw. ausgedrückt sein. Zur Abkürzung setzen wir: 

tf. + «, + «. = «,',) 

«,+'!, + <;. = «,',} (1) 

'.'.+'!. +«. =e,',) 
l.,l.. + l„t,.+t„l,.=f,„] 

l..l., + f.,l., + <„<.. =/■,!,[ (2) 

<..(,, + t.,t,,+ t,J„=f,,.] 
Voraussetzungsgemäß ist 
p^ = p, Pj=j), = 0; q, — q, = o, g„ = 9; r„ = ry = 0, r, = e. 
Die Werte nach der Transformation seien durch Striche be- 
zeichnet Dann ist 

0, pi = l„ 
«i = ',, 



, = t,.p, 
, = f.. >■, 



= 'v. 



= (..J>, 
= („?, 

— I,. r. 



(3) 



Ks folgt 



= «,>', 



w 



Danach sind «i, f,, e, die Werte des ElongationsTerhältnisses e 
für die drei Kanten des Parallelepipeds. Femer ist 



cos(i',s : 



. '•• 



COSq,E = 



«., 





C03»',l) = 


«1 


cos q', 


? = 


c» ' 




COSt»*,} = 


*.« 


cosq'. 


1 = 


«1 ' 


und 


daraus folgt: 










cos 


''.'■ = ^"1^ 


eosr',|.' = 


'f. 


r>' 



cost'jh = -^, 
cos r, j := — , 



• (6) 



Die Größen /ia, /si und /la wirken demnach mit bei der Be- 
Btimmuug der Änderung, welche die Kantenwinkel des Parallel- 
epipeds erleiden. 
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Denkt msii sich p, q, t als die drei Eomponenteo eines Vektors 
(Diagonale des Paralklepipeds), der Tor der TraDsfonnation b, 
nach derselben »' heißt^ so ist 

v»^p^ + q' + f^ (7) 

p\ q', r* sind nicht mehr rechtwinklige Komponenten, die ent- 
sprechende Formel lautet hier: 

+ (t.,p + ty.q + t,.ry. \ . (8) 
= e?p' + eiq^ + eir' + 2f„qr + 2f,,rp-\-2f,^pq.\ 

Das ElongationBYerhältnis s für einen durch seine drei Kom- 
ponenten 1», q, t gegebenen Vektor » ist als - durch (7) und (8) 
auszudriicken. 

Die Kosinus der Winkel zwischen u und den Achsen sind 
-, -, -; diejenigen von »' sind 

also ist 

cos B, «' = "^ '"^ 

Sind zwei verschiedene Vektoren tt und tp gegeben, so ist der 
Kosinus des Winkels, den sie urspränglich miteinander machen, 

'^ — -; der entsprechende nach der Transformation berechnet sich 

nach Analogie des Vorstehenden zu 

u'v' cos u',»' = e*M,t>j, + e^UyVy + eiu.v. + A«(«v«. + M.«y)l . , 

Es ist bereits bekannt, daß 

(»p'q'r') = S,(*'flr) (11) 

Gleichungen (8) und (10) lassen sich erheblich vereinfachen, 
wenn man die Größen e,*, e/, e/, /'jj, f,,, /j, als Glieder «ines 
Tensors (ip) auffaßt (vgl. §§12 u. 13); dann steht nämlich auf 
der rechten Seite von (8) der Produktenskalar zweier Tensoren, 
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§ 39 M. 40. Du endliche reine Deformation, der Zumtzfaktor ßr »ich. 71 

voQ denen (^) der erste und tensU^ der zweite ibL Man er- 
hält also: 

r'» = ((*)tenstj«)==(o,ift») . . > . .(12)' 
und ganz analog aas Gleichung (10): 

(«'»') = ((,/,)tensin.) = (i»,*ii) (13) 

Es wild sich später herausstellen, daß ^ in der Tat ein eng 
mit T zusammenhängender Tensor and nichts anderes ist, als das 
Quadrat des Tensors T. 

Im rorstehenden wurde stiUschweigend vorausgesetzt, daß 
T ToUständig seL Wird einer der drei Konstituenten tod T zu 
Null, so reduziert sich das Dehnnngsellipsoid auf seinen Schnitt 
mit der Ebene der beiden anderen Koustituenten, also auf eine 
Ellipsenääche. Werden zwei zu Null, so bleibt yon dem Dehnnngs- 
ellipsoid nichts übrig als eine Gerade, welche in die von Null 
Terschiedene Hauptachse fällt Die Einzelheiten bieten kein be- 
sonderes Interesse und sind gegebenenfalls leicht üu errechnen. 

40. Der Zusatzfaktor für aich. 
Wir untersuchen jetzt die Transformation, welche der Raum I 
erleidet, wenn man seine Vektoren mit [l| allein multipliziert. 
Wie bekannt, ist ^ durch die Glieder des ursprünglichen Dia- 
tensors O eindeutig gegeben als 

« = '^'+'-^^1+'^' m 

und die Aufgabe lautet dahin, festzustellen, wie sich der Raum I 
transformiert, wenn man zu seinen sämtlichen von ans gezogenen 
Fahrstrahlen r den Vektor [^r] addiert. [Ijt] ist Null für jeden 
Vektor, der in die Richtung von ^ fällt, und für jeden anderen 
Vektor proportional dem Sinus des Winkels, den dieser mit ^ 
macht. Daraus ersieht man ohne weiteres, daß die Richtung 
von ^ für die Transformation, welche uns hier beschäftigt, die 
Rolle einer Zentralachse spielt. Wir erleichtem uns daher die 
ITbersicht, indem wir die Achse der x des benutzten Koordinaten- 
systems in die Bichtung von ^ gelegt denken. Dann ist 

K = h, hy = h. = Q (2) 

Die Transformationeformeln werden 

ri = Vx, r'y = ry — Ar,, r', = r,-\- hry. ... (3) 
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Die Qu&drieruDg derselben ergibt 

»" = t-» + A'(r2 + r|) (4) 

und die Auftöeung nach r, uaw. 

r, = r., r, = -!-j-p-, r. = -^-■^-^' . . . . (5) 

Aus Gleicbung (4) folgt, daß eia Fabrstrahl seine Länge nur 
dann unverändert beibehält, wenn r^ =: r, ^ 0, aUo wenn er in 
der a^-Achee liegt Aus Gleichung (3) folgt ferner, daß jeder 
Vektor, der nicht in der 3;-Achse verläuft, gedreht wird, und zwar 
ergibt die einfache Ausrechnung für den Kosinus des Drehungs- 
winkels <p: 

cosfp = ^ (6) 

Dies folgt auch anschaulich unmittelbar daraus, daß der Zu- 
satzrektor auf r Benkrecht steht Für zwei Fahrslrahlen i und S, 

deren Winkelkosinus ror der Transformation ^^ — ^ war, ist nach 

rs 
der Transformation 

(r'8') = (t») + A'(^8 +f.-%), (7) 

co$v',S' = ^-^ (8) 

Daß jede Ebene des Raumes I auch nach der Transformation 
wieder eine Ebene sein muß, ist bereits bekannt, ergibt sich auch 
aus der einfachen Tatsache, daß t' nach Gleichung (3) eine homo- 
gene lineare Vektorfunktion von r ist Jede Ebene des Raumes I, 
welche durch die Zentralachse geht, muß auch nach der Trans- 
formation durch dieselbe gehen, denn die Zentralachse gehört ja 
in ihrem unveränderten Zustand auch der transformierten Ebene 
an. Eine durch die :z- Achse gehende Ebene hat die Gleichung 
r, = tnry-, mit Gleichung (5) wird daraus 

.+* 



n^^'i 



(9) 



Der Winkel, den die ursprüngliche Ebene mit der xy-Ebene 

machte, war arctgm; der Winkel, den die transformierte Ebene 

mit der j;y-Ebene macht, ist nach Gleichung (9) aretg y- - . ; 

d. h. der Winkel, um den die Ebene gedreht wurde, hat die Größe 

fp = arctgh (10) 
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Es werden also alte durch die :c- Achse gehenden Ebenen um 
denselhen Winkel (p gedreht 

Man ändet ferner sehr leicht mit den Gleichungen (ö), daß 
eine Gerade, welche im Abstand l von der 3:-AchBe parallel mit 
dieser verläuft, nach der Transformation den Abstand ^yi + Ä^ 

oder Ton der ai-Achse hat. Ferner, da(i eine Kugel sich 

COStp 

durch die Transformation in ein Rotationsellipsoid verwandelt; die 
Durchmesser in der Ebene der ye vergrößern sich im Verhältnis 
VH-A»:1. 

Die gesamte Wirkung des Zusatzfaktors auf den Raum I be- 
steht hiernach in einer Drehung um den Winkel tf> = arctgh, deren 
Achse der Vektor ^ ist, und in einer gleichzeitigen Dehnung aller 
Geraden, welche den Vektor tf senkrecht schneiden, im Verhältnis 
von yT+Ts:l. 

41. Versoren. 

Auch der Tensor hat in einem Falle eine Zentralachae, nämlich 
dann, wenn zwei seiner Konstituenten gleich sind. Der dritte 
Konstituent ist dann offenbar die Zentralachse der durch ihn 
hervorgerufenen Transformation. Ein Tensor dieser Art, dessen 
Zentralachse mit der Achse der x zusammenfallen soll, hat die 
Komponenten 

*a 

4 (1) 

h. 

Wir können nun dem Tensorvektorprodukt dieses Tensors mit 
t einen additiven Vektor [tf t] hinzufügen, dessen Zentralachse gleich- 
falls in die :r- Achse fällt, für den also 

h^=h, h^ = h. = (2) 

ist, und können dann Tensor und Zusatzfaktor zu einem Diatensor 
zasammenfUgeit, dessen symmetrischer Teil durch (1) und dessen 
Zusatzfaktor durch (2) bestimmt ist. Die Komponenten dieses 
Diatensors müssen offenbar den Bedingungen genügen : 



'., + '.. _ '.. - '.. 

2 ~ ' 2 



(3) 
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während t^y, (,,, /„ und (,, Null aind. Aus (3) folgt t^, := — fi, 
t,g = h. Der Diatenaor, welcher die beiden durch (1) und (2) 
angedeuteten Operationen zusammenfaßt, hat also die Gestalt 

I/„ 
U —h (4) 
h tt 
und hat die Achse der x zur ZentralachBe. Es wird 

J^. = (»»■„ f^ = hry~hr,t r; = Ar„+(tr.. . . (5) 
Es liegt nun nahe, die Frage aufzuwerfen, ob man die Glieder 
des Diatensors (4) so bestimmen kann, daß die durch den sym- 
metrischen Teil herrorgebrachte reine Deformation gerade aus- 
reicht, um die durch den Znsatzf aktor herrorgemf enen Elongationen 
aufzuheben. Zu dem Ende braucht man nur die Bedingui^ 
r'* = r* einzuführen. Diese liefert mit (5) 

rS+rS + r^ = tSr»+{tr+hf)iri + r}), ... (6) 
nnd diese Gleichung ist offenbar für alle r erfüllt, wenn man setit: 

(„ =1, (> = yi-A» (7) 

Der Diatensor 

II 

yi-Ä» -h (8) 
A yi-A» 

bewirkt also eine reine Drehung des ganzen Raumes. Die Achse 
dieser Drehung ist die Achse der x. In GemäQheit des Sinnes Ton 
[$r] ist der Sinn der Drehung derart, daß sie von der y- Achse anf 
kürzestem Wege zur f-Achse hindrehi Für ein Auge, welches von 
aus nach der positiven Richtung der x hinschaut, erfolgt sie iia Sinne 
des Uhrzeigers. Für ihren Betrag gilt die entsprechende Formel 
des vorigen Paragraphen nicht mehr, weil die Mitwirkung des 
Tensors in Betracht zu ziehen ist Um denselben zu berechaeD, 
betrachten wir einen Vektor, der in der yz'Eheae liegt. Der- 
selbe hat vor der Transformation die Riohtungskosinus — nnd — . 
nachher sind sie 



also, wenn der Drehungswinkol mit tp bezeichnet wird, 
cosw = ^— 1-"— — ii = V 1 - 
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Es folgt 

sintp = h. (11) 

Wir bezeichnen nunmehr den Diatensor (8) durch das Zeichen 
^^ und könneo ihn danh auf Grund der Gleichungen (10) und (11) 
einfach schreiben: 

il 
costp —stnip (12) 
sintp cos q>. 

Durah diese ümformoag erledigt Bich auch die Frage nach der zn- 
llssigen GröQe von h. Naoh den Gleichnngeii (10) und (11) würde 91 dd- 
möglicbe Werte aimehnien, wenn A >> 1. Gleichung (12) aber zeigt, daü für 
die Drehung um einen beliebigen Winkel (o tatsäohlich nur Werte von h in 
AuBpruch genommen werden, die swischen — 1 und -|~ 1 liegen. 

•Z>^ heißt wegen seiner rein drehenden Wirkung ein Versor. 
Das Vorstehende faßt sich also Busammen in den Satz: Der Versor 
der Gleichung (12) dreht den ganzen Raum um den Winkel 91; 
Achse der Drehung ist die Achse der x, der Sinn geht von y 
naoh s hin. 

Anmerkung. Jeder Versor muß eine Eigensohaft haben, welche der 
Moivresohen Binomialformel entspricht: Dreht mim den Baum I um den 
Winkel fp, und dreht den io entstandenen Raum II nochmals um den Winkel- 
betriig V> unter Beibehaltung der Achse, ao ist das Ergebnis eine Drehung • 
um den Winkelbetrag ip-h^- Dafi die GIsichnng (12) diesem Erfordernis 
entspricht, kann hier nooh nicht verifiziert werden, ergibt sieh aber später 
aus der Theorie dar Multiplikation von Tensoren, und dann so einfach, dtiB 
die Verifikation dem Leser überlaaaen bleibt. 

Es erübrigt nun noch, den'speziell für die a;-Achee gegebenen 
Versor auf ein beliebiges Koordinatensystem zu beziehen, in welchem 
seine Zentralachse die Kichtungskosinus a,^,^ besitzt 

Der symmetrische Anteil des Versors (12) 

II 

cosfp 
cos<p 
transformiert sich nach den vereinfachten Formeln des § 20 mit 
«i =: a, «j = /J, «, = y, wobei, da die in Betracht kommenden 
Koordinatensysteme beide rechtwinklig sind, ä, = a, zu setzen ist. 
Man erhält: 

ia* + (l—u'')cos(p oiß{l~cos<p) 'ya(l — cosip) 

aß{l-cos<p) fl> + il-ß^)cos<p ßy(l-cos<p) (13) 
^«(l — cosqo) ßr(^ — costp) y* + (1 — y*) cos<p. 
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Der Vektor [I| := sintp liat die Eomponenteo asintp, ßsin% 
ysintfi; er ist demnach äquiraleDt mit dem Äntitensor 
— }• St» 9 jS stn 9 

ysinq) — asintp (14) 

ßsintp asintp 0. 

Die Addition von (13) und (14) ergibt für den aUgemeineD 
Versor; 



'+(1- 


rf)co 


V, 


"«1- 


CO^ff) 


Kl- 


cosy) + >'«n(c 


J' + O 


->•)"> 


.(1- 


COBf) 


-fH„r 


>y<X- 


CO«!») 



y«(l — cM(r') + J»iny 
ßyil-co»f>)-agin9i 



(15) 



Derselbe dreht den ganzen Raum nm den Winkelbetri^; f, 
und seine Achse macht mit den Koordinatenachsen die Winkel 
tt,ß,y. Die Drehung ist für positives ip eine Recbtadrehung. 

SpezUlf&lle. 

I. Qokdraut&ler VerMr ip ^ -, ging> = 1, eogg> ^ 0: 



( .■ 


nf-y 


y.^ß 


»,= .ß+. 


f 


ßr-„ 


■ \r—ß 


ßy + „ 


)•■■ 


. BiqnadranUler VenoT c^ 


= ^, « 


y = 0, CO»95 = 


i 2a» — ! 


2„ß 


2ya 


*, = 2<tß 


2/l'-l 


2ßy 


[ 2r. 


2ßr 


2,«-l. 



Wie man giett, ist der biquadrantale Versor symmetrisoli ; doa muH auuh 
sein, weil eine Drehung um 180* sieb durcli Spiegelang ersetzen laut. 

Legt man die Acbee des biqn&drantiilen Veraors in die Achse der r, 
Bo wird er 



Äua dieser Form ergibt sich unmittelbar, doQ er die doppelte Spiegelunff 
vertritt. 

42. Der Dlatensor der einfachen Schiebung 
sei hier vorläufig erwähnt. Die „einfache Schiebung" besteht 
darin, daß eine Ehene des Baumes I, die Nullebene, unverändert 
bleibt und daß alle mit ihr parallelen Ebenen ihr parallel bleiben, 
aber in sich verschoben werden um Beträge, die ihrem Abstände 



iflby Google 



§ 42. Der DiateTisor der einfachen Schiebutig. 77 

TOD der Nullebene proportional sind, wobei die VeracMebungs- 
richtung für alle Ebenen die gleiche ist. Wir wollen annehmen, 
die Nullebene sei die Ebene e = 0, and die Verschiebung soll in 
der llichtung der z erfolgen. Dann genügt den Bedii^ungen der 
Aufgabe der. Diatenaor 

II (,. 
1 (1) 
1; 
denn wenu man ihn mit einem beliebigen Vektor t multipliziert, 
erhält man: 

1'V = iv.+t.,v)i-\-v^i+v.f (2) 

Von den drei Koordinaten des Endpunktes von u bleiben also 
Vy und V, uDTerändert, und v, wächst proportional mit t',, d. h. 
jede mit der a;y-Ebene parallele Ebene verschiebt sich in der 
Richtung der x um eine mit ihrem Abstand von der :ry-Ebene 
proportionale Größe. Die Verschiebung ist Null für v, =: 0, also 
für alle Punkte der :rt/- Ebene selbst Man bemerke, daß der 
Diatensor (1) asymmetrisch ist, daß also die einfache Schiebung 
im Sinne unserer Definitionen nicht als reine Deformation gelten 
kann. Gibt man dem *„, in Gleichung (1) einen endlichen "Wert, ■ 
so erhält man statt (2) die Gleichung: 

<I.ti = (v. + (..t;.)i + (»^ + ^.«.)i + «,I. .... (3) 
Es behalten also nach wie vor alle mit der 3;i/-Ebene parallelen 
Ebenen des Banmes I ihren Abstand von der a;^-Ebene und 
werden in sich selbst Tersehoben um Beträge, die mit v, pro- 
portional sind. Die Richtung der Verschiebung ist aber nicht 
mehr die Achse der x, sie liegt vielmehr in der a;j/-Ebene und 
macht mit der ar-Ächse einen Winkel, dessen Tangente t^ ist. 
Weiteres hierzu im fünften Kapitel. 



iflby Google 



§ 43. Operative Multiplikation. 



Viertes Kapitel: Die Hultiplikatioii der Diatensoren. 

48. Operative Mnltlpllkatioii. 

Nimmt man an irgend einer Größe □ eine Operation Sl Tor 
und sehreibt das Ergebnis in Form eines Produktes AD, toII- 
ziebt man dann an diesem Produkt eine weitere Operation £l\ so 
ist das Ergebnis zu bezeichnen durch 

iß'(ßa), (1) 

unä zwar schreibt man dabei die zuerst vollzogen« Operation der 
Größe O zunächst. Indem man dem Gebilde (1) die assoziative 
Eigenschaft beilegt, kann es 

Ä'ßD oder (ß'ß)a (2) 

geschrieben werden, und die Operation Sl'Sl kann man als Pro- 
dukt der beiden Operationen £i' und O. bezeichnen. Ein solches 
Produkt ist z. B. log cos; die Bildung des KosinnB ist die zeithch 
erste, die Logaritbmiening die zweite Operation. Man ersieht 
aber schon aus diesem Beispiel, daß es anter Umständen zweck- 
mäßig sein wird, die Multiplikation von Operationen durch ein 
besonderes Beiwort zu charakterisieren; wir nennen sie, wo es der 
Deutlichkeit wegen erforderlich ist, operative Multiplikation. 
Man sieht von Tomherein, daß sie im allgemeinen nicht kom- 
mutativ sein wird; sie hat diese Eigenschaft, wenn sie zur 
algebraischen Multiplikation degeneriert 

Wenn man einen der beiden Faktoren in (2) den ersten, 
den anderen den zweiten nennt, so ist man unter Umständen 
gegen Zweideutigkeit nicht gesichert, da der Faktor, welcher 
zeitlich zuerst auf das Argument Q angewendet vrird, im ge- 
schriebenen Text hintenansteht, solange □ als Postfaktor geführt 
wird. Wir treSen daher folgende Konvention: Von zwei Faktoren 
Sl' und Si soll derjenige, welcher dem Argument zunächst steht, 
der proximale, der andere der distale heißen; wo aber vom 
ersten und zweiten Faktor die Rede ist, soll der „erste" immer 
derjenige sein, der in der Schrift vorangebt 

Haben zwei Operationen gleicher Art, etwa * und V, die 
Eigenschaft claß 

ü* = (Oli), und »^f={Wlt)„ (3) 
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HO läßt sich das Produkt h^^P leicht so umformeD, daß das 
Argument zum Postfaktor wird, und umgekehrt £a igt nämlich 

ö*3' = (»<P)5r=(*u),9r= «P„<J>,o (4) 

D&Bselbe Verfahreo läßt sich auch anveDden, wenn eioe größere 
Anzahl TOD Operationen miteinander multipliziert ist und wenu 
das Ai^ment an einem Ende der Reihe steht Es ist z. R 

tt^'PX = {9»%VX= X,'>P,0,tt, (6) 

weil hier von der Voraussetzung ausgegangen wird, die Faktoren 
seien in derselben Reihenfolge geBchrieben, in welcher sie auf 
ihr Argument augewendet werden. Steht dagegen das Argument 
zwischen den yerschiedenen Faktoren, so hat ein Ausdruck wie 

9»W (6) 

ohne weiteres keinen bestimmten Sinn. Er erhält erst einen 
solchen, wenn ausdrücklich augegeben wird, in welcher Reihen- 
folge die einzelneu Operationeu vorgenommen werden sollen. Be- 
zeichnen wir z. B. die Reihenfolge in dem vorstehenden Beispiel 
durch untergesetzte Ziffern, so wird 
9oW= W.^v, 



*>i«» = »9'<I>, = «i5',h. 



(T) 



44. Operatire Mnltipliluifion zweier Diateosoren. 

Es sei, bezogen anf ein System der x, y, «, 

ISia, Sty Sx, ((„ t^y („, 

s»« Sy„ Sy, und r=|i,, ty^ ty, . . (1) 

und das Produkt ST heiße <P. Die Glieder von O seien be- 
zeichnet durch 

iP^^ P-v P"' 

^^{Pv^ Py« Py. (2) 

Ip» P.v P— 
Dann erwächst die Aufgabe, die p^, durch die s^, und t^t 
auszudrucken. 

Nehmen wir die Diatensoren zunächst sämtlich als Prä- 
faktoren, und ist B irgend ein Vektor, so ist 
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■(■•) 



T. = +((,... + )i (3) 

!+('..•■.+ )'. 

also 

+ s,.(i„«. + i,vf„-|-(„t-,)]. 
Führt man die Multiplikation durch, so findet eich: 

USW. I 



Das allgemeine Schema, nach dem diese Glieder fortschreiten, 
lautet : 

P^, = s^,(i, + s^„(„, + s,u,*, (6) 

Dies ist aber dasselbe Schema, nach welchem zwei Determi- 
nanten mttltiplikatiT kombiniert werden. Diese Kombination kann 
bekanntlich auf viererlei Weise erfolgen: Zeile mit Zeile, Zeile mit 
Kolonne, Kolonne mit Kolonne und Kolonne mit Zeile. Hier liegt, 
wie Gleichungen (&) nnd (6) zeigen, die Kombination vor: Zeile 
Ton i' mit Kolonne von T. Wir erhalten also: 

Satz I: Zwei Diatensoren, die in demselben Koordinaten- 
system gegeben sind, werden nach dem Schema der Multiplikation 
von Determinanten multipliziert, und zwar sind dabei zu kom- 
binieren die Zeilen des ersten mit den Kolonnen des 
zweiten Diatensors. 

Steht das Argument als Präfaktor, so haben wir 
>i2:T=(£,ö)T= T,S,yt. 
Es sind also zu kombinieren die Zeilen von T^ mit den Kolonnen 
von Xp Die Zeilen von X, sind aber die Kolonnen yon T, und 
die Kolonnen yon 21^ sind die Zeilen tod H^ also sind zu kom- 
binieren die Zeilen von E mit den Kolonnen von T, und dies 
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beißt ^eder, die Zeilen des ersten mit den EolonoeQ des zweiten 
Diatensors. Satz I gilt also in der vorstehenden Fonn auch für 
den Fall, daß das operative Produkt der beiden Diateusoren als 
Postfaktor steht 

Aber Notabene die Anordnung des Produktes wird doch für 
ti^Töine andere als für £Tv, weil im ersten Falle T^, im zweiten 
Falle 2! vorangeht Dies hat, wie sich leicht verifizieren läßt, den 
Erfolg, daß die Kolonnen von ti2;T mit den Zeilen von ZTv 
übereinstimmen, d. h. daß b £ T = (£ Tv)^ wird, wie es ja sein 
muß. 

Aus dem Satz I folgt sofort der weitere 

Satz II: Die Determinante des operativen Produktes von 
zwei Diatensoren ist gleich dem Produkt aus den Determinanten 
der einzelnen Diatensoren, eben weil die Diatonsoren in der Form 
des Produktes ihrer Determinanten kombiniert sind. 

Die Voraussetzung, daß die beiden Faktoren £ und T in 
demselben Koordinatensystem bestimmt seieo, gilt, wie aus der 
ganzen Rechnung hervorgeht, für alle Anwendungen der Glei- 
chung (4). Hat man zwei Diateneoren zu multiplizieren, die in 
verschiedenen Koordinatensystemen gegeben sind, so ist einer von 
ihnen auf das System des anderen zu transformieren, ehe man 
die Gleichung anwenden kann. Da aber die Determinanten in- 
variant sind, gilt Satz 11 auch für Diatensoren, die in verschiedenen 
Koordinatensystemen ausgedrückt sind. 

Anmerkung: Die Form der hier behandelten Produkte 
zeigt, daß man die Schreibweise der in § 18 gegebenen Trans- 
formation bedeutend verkürzen kann. Wird der Tensor nach 
dem dortigen Winkelachema transformiert und heißt er nach der 
Transformation ^', so ist 

wenn man setzt 

Pi f*j *h 

Iil*«+A.*«y + Ag(„„ /»iU + ftt(^v + F3*i.. ^ik^ + ViU + Vst^, 
A,*« + A,i.v + ^5^.> Cii.^+t^it.v + list.., v,t,:^ + Vtt.y + r^t... 

Budde, Temoren n. Dyadm. c 
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45. Die charakteristischen Vektoren bei der Multiplikation. 

Ea seien zwei Diatensoren als !&|o, 6,c[ und ^|i,f, fli ge- 
geben. Führt man das Produkt 4> Wv vollständig ans, so erliält man 
* Vi, = {{a.e. + a^f. + «,(?.)«. + (a.e, + a,f„ + a,g^)v, 
+ ia:ce,+ ayf. + a.g.)v.\i 

+ {(c,e« + c^/i + c.?x) «« + (C:rf^+ c„/; -I- c.gy)v, 

+ {c.e, + cyf, + c.g,)v.}l. 
Dies läßt sich wie folgt gruppieren: 

+ ioyi + M+Cytnf.v. + f,v, + f.v.)\ ■ ■ ■ (2) 
+ ia.i + h.i + c.t)(ff.v.+g,v, + g.v.).] 
Es ist nun 

a,i + hyi + Cyi = bA (3) 

und in den rechts stehenden Klammern der Gleichung (2) stehen die 
skalaren Produkte (e V) usw., also reduziert sich Crleichung (2) auf 

Satz I: 

(&?Pt. = a.(ei.) + 6.(fo) + f.(flB) (4) 

Das Diatensorvektorprodukt S'U läßt sich auf drei Vektoren 
reduzieren. Jeder von diesen ist das Produkt aus einem Kolonnen- 
Vektor des ersten Diatensors und ans dem skalaren Produkt des 
entsprechenden Zeilenvektors des zweiten Diatensors in das Argu- 
ment. 

Ist U Präfaktor, so haben wir 

ö*g'= gf^O.u, (5) 

und auf dieses Produkt kann Gleichung (4) angewendet werden. 
Die Kolonnenvektoren von Wc sind e, f, g, die Zellenvektoren von 
®c sind Oc, 6c, c^, also 

»*yr=e(o„t.)-Hf(6,t.)-Hfl(c.») '. (6) 

Satz II: Ist tt Präfaktor, so vertauschen die in Gleichung (4) 
auftretenden charakteristischen Vektoren ihre Plätze. 

Satz III: Aus den Gleichungen (2) und (6) folgt: Das 
Produkt zweier Diatensoren bleibt unverändert, wenn man jede 
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5 u. 47. Fotemen, Konj^aUmteverkältnisae. 



Oy 0, 

m n 


U. le, U, 


a^ Oy a 


4, b, 
m *t 


mf. mf, mf, = 


b. b, b. 


c, c. 


»fc »9. «3. 


C, Cy c 



Kolonne des ersten mit einem beliebigen Skalar multipliziert, und 
die entsprechende Zeile des zweiten mit demselben Skalar dividiert; 
in extenso, wenn l, m, n drei beliebige Skalare sind, 



f. f. f. ■ (7) 



46. Potenzen. 

Das Produkt zweier gleichen Diatensoren $0 schreiben wir 
<S>\ die Potenzierung kann beliebig weit fortgesetzt werden. Es 
ist der Mühe wert, das Quadrat Ton ^|a, 6,c| in extenso hinzu- 
schreiben: 

{a^-\-aybx + a,Cx, agay-\-ayby-\-a,Cyy axaM-\-ayh,-\-a,c, 
*a = hja„ + &^J^ + 6,c^, 6^a„ + 6*+6,Cj„ ha,^hyh,-\-h,c,{\) 
\cxax + Cybj:-\-c,Ci, Ciflp + Cj6y-t-c,Cy, Caa,-\-Cyh,-\-ef. 
Ist ein Tensor T, so folgt, da &:e = % usw.: 

|«i +''v +"'1 '^xbs-\-o-yby-\-a,b,, axex-\-ayCy-\-a,c, 

a^hx + ayby + a,h„ bi+b* + b^, b,c, + byCy + b,c,{2) 

axCx-i-ayCy-\-a,c,, bxCx + byCy+b,c,, cS + c}-\-ci, 
oder kürzer 



(3) 



T^ = \ia 6» 6e . . . . 
c6 e». 

Es folgt: 1. das Quadrat eines Tensors ist wieder ein Tensor; 
2. der Vergleich von Gleichung (2) mit den Gleichungen (1) und 
(2) des § 39 ergibt, daß der dort benutzte Tensor mit den Gliedern 
£], e^, ef, fii, f^i und fj^ in der Tat das Quadrat des dortigen 
Tensors T ist 

47. Konlugationsverbältnlsse. 
Satz I: Das Produkt zweier konjugierten Diatensoren ist ein 

Tensor. 

Beweis: Nach Formel (6) des § 44 ist 

p^^ = Sfi^ixt + s^yty, + Smt,,A 



(1) 
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84 §4? n.48. KonjtigaHfmmerhälttiigge, Hebung von DiattTtioren. 

Sind DOQ T und £ konjugierte Diatensoren, bo ist t,, = s,^ usw. 
nnd damit findet man sehr leicht, daß 

P^.=p,^, (2) 

vomit der Satz bewiesen ist. 

Satz U: Der Konjugierte zu einem Produkt zweier Dia- 
tensoren ist gleich dem Produkt aus dem Konjugierten der Faktoren, 
letztere in un^ekehrter Reihenfolge genommen. 

(*30«= 'P'«*^ (3) 

Es ist dies nichts anderes als die bereits in § 43 gegebene Glei- 
chung (4). 

Ist einer der Faktoren ein Tensor, so kann das entsprechende 
c fortgelassen werden. Sind sie beide symmetrisch, so reduziert 
sich Gleichung (3) auf 

(«^. = 9»-*. (4) 

Schließlich ist nachzuweisen, daß unsere Konvention über 
Prs* und Postmultiplikation sich ohne inneren Widersprach der 
Gleichung (3) anschließt. Das geschieht durch die einfache Über- 
legung, daß die Konvention sich wie folgt ans Gleichung (3) er- 
gibt: Wie bei Satz I des § 44 gesagt wurde, ist bST = T.S^)». 
Nach Gleichung (3) ist aber T.S, = (ST^, also: 

ltST=(£T\'a = {i:T»)„ (5) 

was die Konvention von § 31 ist. 

Aomerkung: Es ist dar&uf aafmerksam zu maalieD, daQ eine eia- 
fuhe Konjugationabeziehung zwiaohen * ■/' und V* im aUgemeineii nicht 
existiert. Im allgemeinen sind die Eonjugationsbeziehnngeti dordi die 
Gleichungen n*«'= C**»)c ™d C'*)^ = W,*^ erschöpft. Es gibt nur 
zwei ÄUBnahmen, die eine bildet Gleichung (4) itr den Fall, daS beide 
Faktoren Tensoren sind, die andere ist in § 60 besprochen. 

48> Hebung von Diatensoren. 

Satz: Sind O, W und Sl drei Diatensoren und ist 

fl>ß= yß," (1) 

so ist auch 

= 9'. (2) 

Beweis: Denkt man sich O als <P{a,b,c|, 'P als y{c,f,g| uud 
Sl als i2{I, in, tt}, so repräsentiert Gleichung (1) neun lineare 
skalare Gleichungen von der Form 

a^lx + a^m^ -\- a,«, = e^l^ -f e^n»i + e,«, usw. . , (3) 
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§48 U.49. Hebung von Dialentoren, Kodialentor eines Produktes. 85 

und da in all diesen Gleichungen Qx und d, a^ und e^ ubw. die- 
selben Koeffizienten haben, können sie nur miteinander bestehen, 
wenn a^ := e^, a„ = -e^ usw. 

Genau so ei^bt sich, daß Gleichung (2) aach dann folgt, 
wenn £10 = HW. Beide Sätze lasaeu sich zusammen auESprechen 
in der Form: Zwei Diatensoren lassen sich gegeneinander heben 
wie gewöhnliche Faktoren, wenn sie in der gleichen Anordnung 
auf beiden Seiten einer Gleichung auftreten. 

Man könnte danach auch eine DiTision mit Diatensoren ein- 
führen, die aber im allgemeinen wenig Zweck hat, weil eine 

Gleichung wie ^ ^ nnr dann einen bestimmten Sinn besitzt, 

wenn angegeben wird, ob das V als Präfaktor oder als Poat- 
faktor von $ stehen soll. Ein Spezialfall, in welchem dieser 
Umstand fortfällt, wird im zweitnäehsten Paragraphen behandelt 

49. Kodiatensor eines Produktes. 

Satz: Der Kodiatensor eines Produktes aus zwei Diatensoren 
ist gleich dem Produkt aus den Kodiatensoren der beiden Faktoren. 

Beweis: Es sei = *{o,6,c} und »F=^le,f,g]. Be- 
zeichnen wir die Glieder Ton (tiP?^)» mit txx, '«v usw., so ist t^a 
direkt aus § 45, Gleichung (1) zu entnehmen. Es ist nämlich 

— ic^e^ + Cyfy + c.gy) {b^e, + iyf. + b.gi)- \ 
Andererseite ist nach § 30, Gleichung (5): 



(i) 



4,0,-6, 



0,6,- 



eyf, — e. 



-6iC, 6if, — 6,Cs 



?.- 



».6, 


a^by — Uyb, 


f.9. 


f.9,-U9, 


9A 


9^Cy — 9v^^ 


'.f. 


e.f,-e,f. 



'.f.- 

also ist das erste Glied Ton Ö*a^i- 

{byc,-b.cy){fy9.-f.g;i + {b.c.~hc.){s,€.-g.ey) 
+ (b.Cy~b,c.)(e,f.-e.fy). 
Der Vergleich mit Gleichung (1) zeigt, daß das erste Glied 
von ((& ^)j mit demjenigen von *s ^, übereinstimmt. Zyklisch 
gilt das gleiche für die Glieder tyy und i„. 
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86 §49 u.öO. Kodiatengor einet Produkten, EinheiUteneor oder Idemfoktor. 

Das Glied (^„ io (<t>W)^ ist nach § 46, Gleichung (1): 

(., = (b,e, + b,f, + t,g,)(c.e, + c,U + O.)] , , 

-Q>.e. + \f. + b,g.)(e,e, + c,f, + c.g,)i' ' ' "• ' 
und daa entsprechende Glied von «pj ^^ ist: 

(b,e,— b,e,)if,g. — f,g,) + {b,e, — b,c,)(ß,e. — g.e,) 

+ {b,e.~b,c.)(e.f,~e.f.). 

Auch diese stimmen überein, und daraus folgt zyklisch, daß 

alle Glieder von ((fP')a mit den eutaprecheoden Gliedern des 

Produktes *, V^ übereinstimmeD. Damit ist der Satz bewiesen, daß 

(0V% = ^^W^ (3) 

Eb folgt unmittelbar: 

(*"). = *.■ (4) 

50. Einheitstensor oder Idemfaktor. 

Wir bezeichnen mit / (sprich Jota) den bereits bekannten 
EinhfiitstenBor: 



>1 

Jo 1 

lo 1 



J=]0 1 (1) 

lo 1. 

Zu seiner schon bekannten Eigenschaft, daß lo ^ n / ^ u, 
tritt die weitere: 

10 — <I>J= <p. (2) 

Dieselbe ist leicht durch direkte Ausrechnung zu Terifizieren. 
Ebenso leicht sieht man, daß 

js = J, /» = /» (3) 

und damit auch, wenn n eine ganze positive Zahl, 

1' = ' (4) 

ist Der Einheitstensor verhält sich also in allen diesen Beziehungen 
wie die Zahl Eins. (Negative Potenzen werden im nächsten Para- 
graphen untersucht) Es stellt sich aber ein sehr beachtens- 
werter Unterschied heraus, wenn man auf gebrochene Potenzen 
eingeht Es genügt, die Quadratwurzel zu betrachten. Ist Sl 
ii^end eine Operation, so wird man unter Y^ sm^ Operation ver- 
stehen, die zweimal nacheinander angewendet die Operation £1 
ergibt, so daß also yß^ß :=ß die Defiuitionsgleichung der 
operativen Quadratwurzel ist. Unter yl ist also jede Operation 
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Einheitstentor oder Idemfaktor. 



zu Terstehen, die, wenn sie zweimal nacheinander auf einen Vektor 
geübt wird, diesen Vektor in seiner ursprünglichen Lage und 
Größe wieder herstellt Es gibt aber offenbar zwei Operations- 
arten, welche diesen Erfolg haben, nämlicb: 

1. Man spiegelt den Vektor 2 m oder 2 m -|- 1 mal an einer 
beliebigen Ebene, wo m eine ganze Zahl; wiederholt man dieae 
Operation, so wird der Vektor 4jm oder 4« 4- 2 mal gespiegelt 
und wird dadurch offenbar in seiner ursprünglichen Lage und 
Größe wieder hergestellt. 

2. Man dreht den Vektor um irgend eine Achse um den 
Winkel Imx oder {2m-\-\)n; wiederholt man diese Operation, 
so wird er um 4mÄ oder (2m+ l)2är gedreht, d. h. er nimmt 
seine ursprüngliche Lage wieder ein. 

Im ersten Fall ist die Ebene, an welcher man spiegelt, im 
zweiten die Achse, um welche man dreht, vollkommen willkürlich; 
in beiden Fällen ist außerdem m eine beliebige ganze Zahl, ^l 
ist also unendlich Tieldeutig. Dadurch unterscheidet sich der 
Einheitstensor von der Zahl Eine, deren Quadratwurzel bekanntlich 
nur zwei Werte + 1 bat. Er ist eben keine Zahl, sondern ein 
Tensor. Es ist daher zweckmäßig, den Einheitstensor von der 
algebraischen Einheit durch ein besonderes Zeichen zu unter- 
scheiden. Wir wählen dafür das obige I. 

Gibbs hat zwar den Einheitstensor in der obigen Form nicht 
gekannt, hat aber auf dem Gebiet der Dyadenrechnung eine mit 
unserem / Yollkommen gleichwertige Größe bebandelt und bat 
sie den Idemfaktor genannt. Die Bezeichnungen „Einheits- 
tensor" und „Idemfaktor" können also als gleichbedeutend ge- 
braucht werden. 

Satz: Sind (I> und W zwei vollständige Diatensoren, und ist 
05' = r, so ist auch 3^0 = I. 

Beweis: Soll O^ ein Einheitstensor sein und ist b ein 
ganz beliebiger Vektor, so ist 

n<I»?P= B, (5) 

also 

t,<pjp'(P = t,^^ 

und dies kann man lesen 

{B*)(^*) = ti* (6) 

Also 

«'«& 3= /. (7) 



D.smzectv Google 



88 § 51. Inverte oder reziproke JHatenaoren. 

Man kauu danach die Gleichung (7) auch Bcfareiben: 

« = -^ nnd V^^. (8) 

weil hier die ÄnordDimg von O und V helanglos ist. 



51. Invene oder reziproke DiafemoreiL 

let 0V = l, 90 heißt 9 der ioTerse oder der reziproke 
DiatenBor zu * und wird -^ oder <!>-' geschriehen. Die DefiuitionB' 
gleichung von ^f~^ lautet also: 

«*-' = *-!* = L (1) 

NB. / hat die DetermJDUit« 1, iit alao ein voUitändiger DiftteoBur. 
Demnaoh mÜBBSn auch 4> and ■/' Tollttftudige Diatetuorea Min, weau aie die 
Qleichung- (1) erfüllen lolleii', hätte einer von ihnen die Determinante NdU, 
fo hätte der zweite die Determinante oo. Der Fall scheidet also als un- 
bettiinmt aas. Von Reziprozität kann alio nar bei vollitandigen Dia- 
teoHoren die Rede sein; anvollBt&ndige verhalten sich in dem Ansdrack — 
wie eine NuU. 

Da I-^ = I, ist ofieabar /-" = (/"')" und damit gilt der 
Satz: 

J' = /, 

auch wenn n eine negative ganze Zahl ist. 

Eh handelt sich nun zunächet darum, *-i durch die Glieder 
von <ß auszudrücken. Ist = «l>{ii,6,e} und «P-' = <!>{•', b',t'|, 
so denke mau sich die Multiplikation ausgeführt. Dann lauten 
etwa die drei Gleichungen der ersten Kolonne; 
a^Ox + ayK-\-a,c'x = 1, 

6x«;+6»t; + *.Cr = 0, (2) 

' CxO'':^ + Cyh'x + c.c'x = 0. 

Die Determinante des Systems ist das zu ^ gehörige >S,, also 
ergeben sich für aä, h'x und ci die Lösungen: 

Sa«; = l ^ , 5(6; =M , s^c'x = \ '. . (3) 

Die Determinanten, welche hier auf der rechten Seite stehen, 
sind aher genau die Kofaktoren, welche die erste Zeile des Ko- 
diatensors 0^ bilden, also ergibt sich mit zyklischer Fortsetzung 
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§ 51. Inverte oder reziproke Dialenioren. 89 

Satz I: 

eine neue wichtige Beziehung des Kodiatensors^ 

Dividiert man sämtliche Glieder des Kodiateneors durch Sg, 
90 dividiert man seioe Determinante durch S,', also ist die De- 
terminante von 3>-' der reziproke Wert Yon S, oder in leicht 
verständlicher Bezeichnung (vgl. § 30, Satz II-) 

Satz II: 

S,H s = ÄJl, (5) 

wie es nach § 4A, Satz II, der Fall sein muß. 

Aus Gleichung (4) ergeben Eich nun folgende Sätze: 

Satz UI: 

g>-i5f-i = *»^ = (^ = (<pgr)-.. ... (6) 

Setzt man =z V, so ergibt eich (0-')» = (O^j-i und 
durch Fortsetzung 
Satz IV: 

(0-1)» = (a>-)-i (7) 

Da (Og), = (0,\ ist (§ 30, Satz IV) und da außerdem kon- 
jugierte IMateoBoren gleiche Determinanten haben, so folgt 

Satz V: 

(a>-0. = (*,)-'; (8) 

es kann also für die beiden Seiten dieser Gleichung das einfache 
Zeichen 07^ eingeführt vrerden. 

Multipliziert man die erste Gleichung (4) mit 0,, so erhält man 

Satz VI: 

*jO, = Ssl. (9) 

Wendet man die Gleichnng (4) 

«r = ^ (10) 

auf *-' an, 80 lautet sie, da die Determinante von ^-^ =: ^ ist, 

«. = («->),. S, (U) 

Mnitipliziert man (10) und (U) miteinander, so ergibt sich 

J= »,(«-'), (12) 

also 

Satz VII; 

(»-0. = (®.)- = *r' (13) 
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90 § 53. Vollständigkeif und Unvollständigkeit bei Produkten. 

Endlich wurde in § 30, Gleichung (7), für den Kodiatenaor 
von *{B,6,r} der einfache Äuedrack gegeben: 

{tth()0\a\i',t'], 
wo n',b',c' die zu B,b,c reziprokalen Vektoren 8iüd, 

Mit Gleichung (4) liefert dies für «p-i den einfachen Aus- 
druck 

Satz VIH: 

*-||o,Ii,c| = «.{n'.i'c'l (U) 

Der reziproke Diatensor ist konjugiert mit dem Diatensor 
aus den Komponentenbeträgen der reziprokalen Zeilenyektoreii. 

S2. Volkländig^eit und UnvoUsländigkeit bei Prodnklen. 

Eriter Hanptfall; Ea sei zunächst ■/• ein Tollständiger Diatenaor 
oai 1' ein solcher, der vollständig, pUnar oder linaar Bein kann. Ist H' 
vollständig, so folgt ohne weiteres, daÜ •/''!' sowohl wie f'!' voUständie ist, 
weil das Prodnht zweier endlichen Determinanten wieder eine endliche 
Determinante ergibt. 

Ist '/' planar, so sieht man ohne weiteres, daß das Produkt der beiden 
planar sein muß, wenn V der distale Faktor ist; denn die Multiplikation 
voa » mit dem proximalen Faktor liefert einen beliebigen Vektor, der durch 
die Multiplikation mit */' ein planares Produkt erzeugt. Ist aber 1' der 
proximale Faktor, so liefert 1' mit einem beliebigen Vektor ein planarei 
Produkt, und dann folgt ans § 87, daQ auch dae Produkt von 1'» mit * 
planar sein muß. 

Ist 1' linear, so ergibt dieselbe Erwägung, daQ das Produkt aas 4> 
und 1' linear ist. Die Unterfälle des ersten Hauptfallea lassen sich lüso zu- 
sammenfassen in den Satz; Das Produkt ans einem vollständigen und einem 
beliebigen Diatensor hat den UnTollstandigkeitsgrad des letzteren. 

Zweiter Hauptfall: 'f' sei planar, 1' zunächst gleichfalls planar. 
Dann liefert die Multiplikation eines beliebigen Vektors mit dem proximalen 
Faktor lauter Vektoren, die in einer Ebene liegen; die Mnltiplikation mit 
dem distalen Faktor vernichtet alle Komponenten, welche aeukrecht zur 
Ebene des distalen Faktors stehen. Im allgemeinen also liefern zwei planare 
Diatenaoren ein planarea Produkt. Eine AuBnahme findet jedoch statt, wenn 
die Ebenm der beiden Diatensoren aufeinander senkrecht stehen. Werden 
in diesem Fall die sämtlichen Komponenten senkrecht za der einen Ebene ver- 
nichtet, so bleiben nur Komponenten übrig, welche in die DurchBchnittslinie 
der beiden Ebenen fallen. Also ergibt sich : Das Produkt zweier planaren 
Diatensoren ist im allgemeinen planar, wird aber linear, wenn die Ebenen 
der beiden Faktoren senkrecht aufeinander stehen. 

Dieselbe Erwägung zeigt : Das Produkt aus einem planaren und aus 
einem linearen Diatensor ist im allgemeinen linear, wird aber Null, wenn 
die Gerade des linearen Diateneore senkrecht aaf der Ebene des planaren steht. 

Dritter Hauptfall: 4* nnd V sind linear: Ihr Pi-odukt ist gleich- 
falls linear, wird aber NuU, wenn die Geraden der beiden Faktoren auf- 
einander senkrecht stehen. 
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§ 53. Fakiorenzerlegnng. 



Fünftes Kapitel: Die Fsktorenzerlegtiug 

und die auf dieselbe gegründete Behandlung 

der Transformation des Baumes. 

53. Faktorenzerlegang. 

Zerlegt man einen Diatensor, wie das im dritten Kapitel 
geschah, in zwei Summanden T und i, und multipliziert diese 
mit einem beliebigen Vektor ö, so bedeutet dies, wie dort hervor- 
gehoben wurde, daß die beiden Operationen T und t einzeln 
an dem Argument t> vorgenommen und daß ihre Resultate 
geometrisch addiert werden sollen. Zerlegt man aber einen 
Diatensor in zwei Faktoren und multipliziert ihn in dieser Form 
mit », so bedeutet das, daß zunächst die proximale Operation 
an u vorgenommen, und daß dann die distale an dein Ergebnis 
der ersten vorgenommen wird. Dieser letztere Vorgang ist im 
allgemeinen erheblich anschaulicher als der erstere, und darum 
ist die FaktorenzerleguDg von besonderer Wichtigkeit 

Es sei nun ein vollständiger Diatensor 

= {(„ *aj (,g (1) 

gegeben. Wir bilden zwei neue Diatensoren: 

r^, Ay A. 

■ (2) 



rJ, Ay A. 

^=\B, By B. 

l a Cy C, 

6x by b, 

c, c„ c, . 



(3) 



Wir bilden das Produkt Tr und stellen die Bedingung, daß 
Tz = <b sein soll. Dann sind die Gleichungen zu erfüllen 

Axaj:-\- Ayhi,-\- A,C:r = ^u) 

A^üy -\- Ayby ^ A.Vy = (,(,1 

Axüt -\- Ayb, -\- A,c, = ijtA' 
B^a^ + -B„6„ + B.c^ = /„, 



(4) 
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93 § 53 -u.M. Faktorenzerlegung, Vergoren in der Normalform. 

Das sind neun biliueare Gleichungen für 16 Unbekannte; man 
kann also der Lösung noch neun Bedingungen willkürlich vor- 
schreiben. 

In der nächstliegenden Form geschieht das, indem man den 
einen der beiden Faktoren willkürlich wählt; dann sind für den 
anderen neun lineare Gleichungen zu erfüllen, seine Glieder sind 
also eindeutig bestimmt. Es ergibt sich danach als erstes 
Resultat: 

Man kann jeden Diatensor 4> in zwei Faktoren T{H,Q,S| und 
T{ii,b,c} zerlegen, so daß die Bedingung erfüllt wird (vgl §45, 
Satz I), wenn b ein beliebiger Vektor, 

«,(t») + »,(6n) + C.(tB) = ä>9, (5) 

und man kann dabei für 9, 9, tT drei nicht komplanare Vektoren 
willkärlich auswählen, wo dann die a, b, c eindeutig bestimmt 
sind; oder man kann auch die a, li, t beliebig, aber nicht kom- 
planai- auswählen, und dann sind die X, 9, S eindeutig bestimmt 
Kehrt man die Reibenfolge Ton T und % um, so modifiziert 
sich Gleichung (5) zu 

■ (ä(,n) + b(33,u) + c(6,h) = B* (6) 

In der beliebigen Wählbarkeit liegt schon der Satz, daß man 
den einen der beiden Faktoren mit einem beliebigen Skalar 
multiplizieren kann, wenn man den anderen mit demselben Skalar 
dividiert Auch bleibt der Satz III des § 46 selbstTerständlich 
erhalten. 

Weitere Zerlegungen eigeben sich in den späteren Para- 
graphen. 



54' Versoren in der Nonnalfonn. 

Wir nehmen zwei Koordinatensysteme der x, y, z und |, ij, % 
an, deren Kosinus seien cos%,x = «,, cos^,y =: «a '^sw. 

Im System der x, y, s bilden wir einen Diatensor, der speziell 
mit X bezeichnet werden möge : 

, A A (1) 
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§ 54. Vergoren in der Normalfon 



Die drei Skalare desselben sind auf Grund der bekannten 
Eigenschaften der KoeinuB 

S,=a,+A + y„ S,, = K, + ß^ + Y,, Se = l. . . (2) 
und es ist, wie die einfache Ausrechnung zeigt, der Kodiatensor 

Xt = X. (3) 

Es seien nun i, j, t die Gruudvektoren iu x, y, z und i', j', C 
diejenigen in |, i], ^; dann ist 

Bildet man das Produkt Xi', so erhält man 
Xi' = K + < + a?)i 

+ {«^ß, + <^ß, + «,ß,)i (4) 

' + («in + «tY» + «sn)' = » 

und mit zyklischer Fortsetzung 

XV = i, Xi' = i, Xr = t (5) 

Der Diatensor X führt also die Vektoren i', {', f, ohne ihren 
Betrag zu ändern, in die Lage t, j, f über, d. h. er ist ein Versor, 
der das Koordinatensystem der |, r], l in die Lage x, y, e dreht 
Es leuchtet auch ein, daß man jede reine Drehung durch einen 
Diatensor der Form (1) darstellen kann; denn man kann offenbar 
jede beliebige Drehung dadurch charakterisieren, daß sie irgend 
ein rechtwinkliges Koordinatensystem der |, i], £ in ein zweites 
der X, p, SS überführt. Die in Gleichung (1) gegebene Gestalt 
möge die Normalform des Versors heißen. 

Da die Determinante von X gleich 1, und da X, ^ X ist, folgt 

xr^ = x, (6) 

„Konjugierte Versoren bewirken entgegengesetzte Drehungen 
von glMcher absoluter Große um die gleiche Achse." Dies ist 
leicht zu verifizieren, wenn man entsprechend der Gleichung (1) 
die Gleichungen für X^x usw. herstellt 

Es liegt nun zunächst die Aufgabe vor, die Achsen und den 
Winkelbetrag der durch X bewirkten Drehung zu ermitteln. Zu 
dem Ende identifizieren wir unseren Versor X mit dem Versor <&, 
von Gleichung (15) des § 41, nachdem in dem letzteren die 
Hichtungskosinas der Achse mit Jl, ft, v, statt mit tt, ß, y be- 
zeichnet sind. 
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Es findet sich 

«, = A» (1 — co$ tf) + coa ip, 
(«3 = i^(l — costp) — vstnq), 
«, = vk{\—cos'f)-\-y,sinip, 
ß, = 1(1(1- cos tp) + vsin<p., 
ßj =r (t* (1 — cos tp) + cos 9!, 
/Jg = (tv(l — cosq^)— ^sm^, 
y, = vA(l — cosy) — nsinip, 
n = ^»-(1 — cos 91) + Ast« y, 
/g = v» (1 — cos 91) + cos (p. 

und neunten dieser 



Man findet aus der ersten, fünften 
Gleichungen : 

u, — costp 
- eosfp 
-■ cosqi 



k'^" 



(i» = 



l-cosv 
ya — COS fp 



Zagl«ich ergibt sich durch Addition derselben Gleichungen 



('' = 





2 




1 + ». 

3-«, 




— y« 
-y,' 


1-«, 


+ ß. 


-n 


3-», 


-». 


— ya' 


1-«, 


-«. 


+ !■. 



.(10) 



Beständen diese Gleichungen für sich allein, so würden sie 
eine achtdeutige Lösung darstellen. Da aber A, fi, f 
den eämtUchen Gleichungen (7) genügen müssen, sieht man leicht, 
daß sie nur sämtlich positiv oder sämtlich negativ sein können. 
Das System der Gleichungen (10) ist also in Wirklichkeit nur 
zweideutig. Es liefert die Doppelrichtung der Achse für die 
beiden konjugierten Systeme X und X^- 
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Für a, =^ /Jj =^ y, =: 1 erhalten l, (i, v die Form ~^, aber 
io diesem Fall ist die Tatsache, daß die Drehung Null ist, von 
vornherein gegeben. 

Spezialfälle. 
I. AchBen der Drehmtg saien der Reihe nach die Ächaen der x, der y 
und der «. Mtm findet leicht, daß der Vereor für diew Fälle die Goitalt 
umimmt : 

cos g> sin (p ( CO! gi — St« ip 

10 und Isi»^ cog ip (11) 
-sinqi cosip [ 1. 

n, wo n eine beliebige guize Zahl, auch Nnll, Bein 

: /, 

III. Quadrant&ler VerBor, g;^-^; cos^^O. Die Glieder de> VerBO« 
bestimmen »ich durch 

«1 = IS, „j = 1/i-K. «a = ky + ,,A 
, ßi = M*, Pi = ^i + y, ßs = yy-li,\ ■■■■(12) 

7» = "^, yi = ''■—>', ^ = (" + ^1 

Dnrch Elimination von l, fi, c ergehen sich hieraus die Kriterien dafür, 
dftli ein gegeb«nea X ein qnadrantaler Tersor ist. 

"i+^ä + n^i; 
''B=-yys + V^yÄ. 

Ai= v^+y^v^, (18) 

ri=-Vft + ynV«.. 

Nimmt'man sämtliche Wnrzeln in diesen QleichangeD mit dem entgegen- 
gesetzten VoTzeiohen, Bo erhUt man X^. (Deshalb Bind die Prodakte mit ge- 
frenntenWuraelBeichen geschrieben,) DieBedingangen o,' + n,'-|-([,* = 1 nsw. 
■iad von selbst erfällt Die vorstehenden Gleichungen feigen, daß der 
qnsdrantale Veraor bis auf das Yorzeiehen vollständig g^eben ist, wenn 
msD zwei Beiner Diagonalglieder kennt; die PoBitiongwinkel der Drehnngs- 
schse sind leicht aus (12) zu entnehmen. 

IV. Biquadrantaler Versor, ip ■= ir, cos ^ = —1. 

«1 =2ÄS-1, ß^^y^ = 2f.y,\ 

ß3 = 2/iä — 1, yj = «s = a.'l, I (14) 

Die Symmetrie des biquadrantalen Versors tritt hervor. Seine Kri- 
terien sind : 
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". + l'. + r, = -ii I 

ri = «. = V(r.+i)(«i + i)J 

B biqnodraDtalen YerRors in die Acliae der 



Nimmt man eiDOn zweiten biqnadrantalen Verior, deeien Aohie in der 
xy-Ebeae liegt und mit der AohBe der x den Winkel ip macht, so ist für 
ihn 1 = <»>8 1/', fi = sin ■^, V =^ 0. Er hat also die Gertalt : 



Multiplidert D 


an (16) als Präfsktor mit (17), 




( 2co«»i/' — 1 2coiV»'»V 




l-2«n^cos^ l-2sm'.A 




i 


rt. 


r cosZV Mn2i/' 




J-«n2V C(H2V 



und dies ist der Vergor, welcher eine Drehung Tom Betrage — 2 ^ nm die 
Achse der 2 hervorbringt. Nimmt man dagegen bei der Maltiplikation (16) 
als FoBtfaktor, so erhält man 

! cos 2 1/- - Stfl 2 If: 
sin 2 ^ cos 2 V (20) 

1, 

eJso eine Dreh nng vom Betraf^e -)' 2 ^. Es folgt: Zwei .naoheinander aui- 
geführte biquadrantala Drehungen des Baumes um zwei Aohcen, welche 
miteinander den Winkel ifi machen, ergeben insgesamt eine Drehung vom 
Betrage 2 i/' um eine Achse, welche auf den beiden Achsen der biquadrantalen 
Drehungen senkrecht steht. Die resultierende Drehung wechselt ihr Vor- 
zeichen,' wenn man die Reihenfolge der biquadrantaleu Drehungen amkehrt, 

Anmerkung: Der in §11 aufgestellte Satz, dafi aus der additiven 
Zusammensetzung reiner Deformationen immer wieder eine reine Deforma- 
tion hervorgeht, gilt nieht für den Fall, daß die Deformationeu multi- 
plikativ kombiniert, also nacheinauder ausgeführt werden; der vorstehende 
Satz ist ein Beispiel dafür. 

Man findet sehr leicht, daS das Produkt zweier Tensoren dann, und 
nur dann, ein Tensor ist, wenn deren Hauptachsen zuiammenfallen. 
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Die ZeilenT«ktoren von X sind offenbar i', j', I'; die Kolonaen- 
vektQreo sind die Reziprokalen dazu, also gleichfalls i', j', !', da ja 
diese ihre eigenen Reziprokalen sind. 

Man bemerkt, daß in den Gleichungen (6) und (7), welche 
Betrag und Achse der durch X dargestellten Drehung festlegen, 
Qur die drei Diagonalglieder m,, /3j, y^ von X auftreten. Die 
durch sie heatimmten Winkel sind auch unmittelbar vorstellbar, 
da sie die Winkel zwischen den gleichnamigen Achsen der beiden 
in Betracht kommenden Koordinatensysteme darstellen. Ist die 
Drehung durch <p und A, fi, v gegeben, so liefern die Crleichnngen 
(9) und (10) nur die Diagonalglieder Ton X. Es bleibt also die 
Aufgabe, die Seitenglieder von X festzustellen, wenn die Diagonal- 
glieder gegeben sind. Es stehen dafür die bekannten Bedmgunga- 
gleichungen zur Verfügung, welche, wenn die bekannten Größen 
auf die rechte Seite gebracht werden, lauten: 






1,7,-« 



= n« 



(.^i-y«, 



.(21) 



y| + o!,'= 1-^,', 



«.' + «3 = 1 

^f + yi'^i 

Aus (22) bildet sich leicht 
dazu aus (21) ^ßsYi = S^sJ-s 



ri + y» = 1 — j- 
«3* + ^; = i-y 



-rl 



(22) 



arauB 


(A + rtY -- 
(ß.-r.y-- 

mit Fortsetzung 


= (1- 

= (1 + 




= V(i 


-«,)'-(ft 


-n)' 


= V(i 


-«■)'-(A 


-)-.)' 


2f, 
2«. 


= V(i 


-W-fr. 


-«,)■ 


= V(i 


-W-fr. 


-«■)' 


2«, 
2ft 


= Ki 


-)-.)■-(«, 


-A)' 


= V(i 


-r.)'-(«, 


-A)' 



-(A -)-.)•. 
-(A + !■.)■. 



+ V C +«,)'-(A + )-.)■ . 

- va+«,)'-(A +)■.)■■ 



-(n + -,)'. 



+ V (' + A)' -(y.+ 

- Vo + w 
+ y ä + i'.)'-(«. + A)' 

- VCi + !■.)' -(«i + A)' 



(23) 



(24) 



(25) 



In jedem dieser Gleichungspaare könnte nach der Herleitung 
auf der Unken Seite noch das Zeichen + stehen. Dies würde 
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dann auch den in den GleichuDgen (21) und (22) auBgeBprochenen 
Bedingungen genügen. Sie müssen aber auch die Bedingungen 
"i^i + "tßt + «8 7» = WSW. erfüllen. Und das ist nur der Fall, 
wenn man die Vorzeichen so wählt, wie sie hier geschrieben sind, 
oder wenn man ßg mit ^g, «, mit y^ und a, mit ß^ bezüglich der 
Verzeichnung vertauscht. Die drei Gleichnngspaare liefern also, 
wie es sein muß, die Seitenglieder für die beiden konjugierten 
Versoren X und Xc. 

59. Unendlich kleine Versorm. 

Wir nennen einen Versor unendlich klein, wenn sein Drehungs- 
winkel tp unendlich klein ist In diesem Fall kann man bekannt- 
lich sin <f durch 9 und cos fp durch 1 — — ersetzen. Damit wird 
aus Crleichnng (9) des vorigen Paragraphen 

■ +^a + y8-l 



2 



(1) 



<p» = 3-«,-^,-y„ (2) 

und damit vereinfachen sich die Gleichungen (7) des vorigen 
Paragraphen zu 

A»<p' = l + «.~^,-j^„j 

(i^^^= \-a,+ß^-yA (3) 

Da jede der Größen ee,, ß^^ und y^ nicht ^1 sein kann, folgt 
aus (2), daß sie sich in der Form 

a, = l-£i, ß^ = \-s^, yB = l-£, ■ . . (4) 

darstellen lassen, wo f,, fg, fg unendlich kleine Größen sind. Setzt 
man diese in die Gleichungen (23), (24) und (25) des vorigen 
Paragraphen, so findet sich der Ausdruck für X in i], t^, £,, wenn 
die unendlich kleinen Größen höherer Ordnung fortgelassen 
werden : 

II ~ *■ V*i + *a — *s — V*i — «s + «8 

— V«t + *a— «8 1 — *a ■ V— f 1 + *» + H (Ö) 

y«i— «8 + «» — V— a, + «a + £3 1—*». 
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Zugleich wird aus (3): 

H>a = «1— f|, + 6j,| ■ ■■ (6) 

K* 9* = £] + *i — 'a , ' 
und damit läßt (5) sich schreiben: 

(1 — £i v<p —t^ip 
— v^ 1 — El l(p (7) 



x' = f.-v;p' 
[ it'ip' 



Wir nehmen nun einen zweiten nDendUch kleinen Versor an: 
v'ip' —fi'fp' 
— *a' X'(p' (8) 

-k'fp' 1 — 6fl', 

multiplizieren X mit X', bezeichnen das Produkt als X" und 
markieren alle Glieder von X" entsprechend. Dann sind die 
Diagonalglieder von X", wenn die unendlich kleinen Größen von 
höherer Ordnung in den einzelnen Posten fortgelassen werden, 
1 — £i" = 1 — €, — £,' — vipv'ip' — fKpn'ip',\ 
1 — £a" = 1 — fj — 63' — A 9) A' ^' — V 9) y 9)', J ■ ■ • (9) 
1 — f j" ^ 1 — «g — f j' — fitpfi'tp' — kipX'ip'.i 
Eb folgt: 

E^" = l^ + E^' + X<pX'<p' +VfV'<p',\ (10) 

Sg" = lg -\- £g' -\- [tff fi' ip' -\- X q> X' fp'. } 
Also ist nach (6): 
rä9"» = V + fs"-*i" = (*ii + «8-0 + (*a' + V-«i') + 2AyA'9)'1 . 

= X^<p^ ^ X'^fp'^ ■k^'iXrpX' q)'. \ 

Rechts steht ein genaues Quadrat, also durch Worzelausziehen 
and mit ^klischer Fortsetzung 

X"fp" = l^ + A'V,^ 

ft" 9)" = fi 91 + ftV. ? (12) 

v"fp" = Vfp -\-v'(p'.> 

i h. 1. wegen der Symmetrie der Wurzeln: Führt man zwei 
unendlich kleine Drehungen nacheinander aiis, so ist die Reihen- 
folge, in der sie genommen werden, für das E^ebnis gleichgültig. 
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2. Stellt man jede der Drehäugeu dadurch dar, daß man 
ihren Betrag anf ihrer Achse abschneidet, so setzen sie sich wie 
Vektoren zusammen. 

Löst man Gleichung (6) nach den c auf und setzt das Ergebnis 
in Gleichung (7), so erhält man die vollständige Barstellnng von X 
durch den Drebangswinkel ip und die Richtungskosinus der Achse : 

1 — ^ — 9>» vq> —(i(p 



i_: 



» + A» 



(iip — Xip 1 



2 ■ 



56. Allgemeine Zerlegung und Normalform ics IHatensors. 

Es ist bekannt, daH eine Einheitskugel durch Multiplikation 
mit eiuem beliebigen Diatensor in ein EUipsoid übergeführt wird. 
Durch die einfache Betrachtung dieser Tatsache könnte man zu 
dem Schluß gelangen: Die Multiplikation mit einem beliebigen. 
Diatensor VAÜi sich stets durch eine Drehung und eine nach- 
folgende reine Deformation oder durch dieselben Operationen in 
umgekehrter Beihenfolge ersetzen. Denn man braucht nur drei 
aufeinander senkrechte Badien der Kugel so zu drehen, daß sie 
in die Richtungen der Hauptachsen des EUipsoides übergehen; 
fügt man dann eine reine Deformation nach diesen Hauptachsen 
zn, so ist das Deformationselllpsoid hergestellt. Der Schluß wäre 
aber falsch; denn es fehlt der Nachweis, daß die drei ausgewählten 
aufeinander senkrechten Radien der Kugel den Hauptachsen des 
Ellipsoids entsprechen, ja, daß sich überhaupt in der Kugel 
ein Tripel yon drei aufeinander senkrechten Radien findet, welches 
den drei Hauptachsen des Ellipsoids entspricht. Dieser muß erst 
mittels einer näheren Betrachtung geführt werden. Wir nehmen 
an, die Radien der Einheitskugel seien mit einem Diatensor ^ 
multipliziert, nehmen die Hauptachsen dos Deformationsellipsoids 
zu Doppelrichtungen eines Koordinateusystems der x, y, z und 
denken uns den Diatensor in diesem System ausgedrückt. Er 
kann dort in der allgemeinen Form geschrieben werden: 

9=\ty^ tyy ty. (l) 
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Die GruBilvektoreii im. System der x, y, )S seien i, i, (. Sind 
dauD «1, «a usw. in der üblichen Reihenfolge die Winkel, welche 
luvend ein Syetem der £, ij, £ mit x, y, z macht, so sind 
i' = a,i + a,i + tt,( nnd f = fti + ftj + (3,I 
und f = Yii-\-Yt\ + Yti 
drei aufeinander senkrechte EinheitsTektoreD , die, solange die 
a, ^, y uubeatimmt sind, jede mit der Rechtwinkligkeit Terträg- 
liche Lage im System der x, y, e annehmen können. Wir werfen 
die Frage auf, ob die drei Vektoren {', j', (' sich so bestimmen 
Ittasen, daß sie durch die Multiplikation mit <P in die drei Halb- 
achsen des Ellipsoids übergeführt werden. 

Sind p, g, r drei Skalare toq passender Größe, so sind p\, q\ 
und rl diese Halbachsen. Die Multiplikation tob i', j', (' mit <1> 
ergibt der Reihe nach: 

+ Cy««. + ^v«, + '».«»)i + Cv.^i + Uvß% + 'v. Wi 

+ (*««, +*.v «»+(„«,)». +('«^, + («i,^« + '..W». 

Cx.J-i + f.vn + '"/.)' 

Die gestellte Bedingung ist also erfüllt, wenn man die c 
durch die Gleichungen bestimmt: 

<««. + '^V«« + 'x.«, = P, (xz A + Uyßi + ^.ft = 0, 

i« «1 -I- i.v «« + '" «s = 0) 'i« ß\ + 'ly J^s + '.. ßi •= 0, 

*«in + u^Yi + '«»n = 0, 

ty^7i+iyyY'»-\-iyYi = 0, 

Uy, +*.»y,-|-(,.n = ^■ 
Multipliziert man die erste dieser Gleichungen mit «,, die 
vierte mit ^j, die siebente mit Y\ ^^^ addiert, so erhält man t^x 
^jiOj, und durch die auf der Hand liegende Fortsetzung des 
Verfahrens findet man 



(4) 



(2) 



(3) 



XI = P«1, 


(., = !>«i, 


t„ = PI, 


,. = «ft, 


(„ = «Ä, 


f„ = ?A 


.. = -•l',, 


f., = ry,. 


'.. = '-n 
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it wird 




+ < 
+1 

+ 1 


?!■■ 


Ux ■ 


«. = ^' 






ft = ^'. 


^. = ^ 




^-'-f 


,,-'^. 


v,-«^ 







(5) 



(6). 



Es müssen nun die «, ^, y den l>ekannten Bedingungsglei- 
ohnngen der Orthogonalität genügen, und zwar, wenn die Äblei- 
tiing allgemein gültig sein soll, oline daß dadurch Beziehungen 
zwischen den t Torgeachrieben werden, die nicht von selbst erfällt 
sind. AuB den Gleichungen (5) und (6) ergibt sich ohne weiteres, 
daß die Bedingungen vom Typus af + «,' + af = 1 identisch er- 
füllt sind. Außerdem aber miissen auch diejenigen Bedingungen 
erfüllt sein, in denen die mit verschiedenen Buchstaben iienannten 
Kosinus auftreten, also die Bedingungen vom Typus a^ -\- ß'{ -\- y^ 
= 1 oder ot] ^1 + «s f*s + «3 ^B ^ 0- Welchen Typus man wählt, 
ist gleichgültig, da bekanntlich der eine aus dem anderen folgt. 
Es muß -also, wenn die letztere Form gewählt wird, 

tmxtvx+txytyy+t„t^, =0,1 

tyj'^ +K«^'i> +**■*■' =^>\ (7) 

U^t:rx + t.ytxy + t.,t^, =0 ) 

sein, und hierdurch werden anscheinend den ( besondere Bedin- 
gungen auferlegt. 

Das ist aber nur dem Anschein nach der Fall; denn der 
Tensor ^ ist an sich schon spezialisiert, und zwar durch die 
Voraussetzung, daß er auf die Hauptachsen seines Deformations- 
ellipsoids bezogen sei Diese Voraussetzung involviert das Folgende: 

Wir betrachten zunächst den allgemeinen Fall, in welchem 
von den drei Größen p, q, r keine der anderen gleich ist Mit 
der Voraussetzung, daß der Diatensor auf diese drei Achsen be- 
zogen sei, besteht dann die Tatsache, daß die drei Semidiameter 
des Deformationsellipsoids, welche in seine Hauptachsen fallen, 
Grenzwerte, Maxima oder Minima sind. Ist nun B ein beliebiger 
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Radius der Einheitskugel , und ist W der mit multiplizierte 

Vektor B, so ist 

w» = 'vi"! + ^vv^y ~\-^iit^ti\ (8) 

Hat der beliebig gewählte Einheitsvektor D gegen i', j', P die 
Richtungskosinus /, m, «, so ist 

B = ii' + mj' + »f (9) 

und da i' := ot, i + a, j + a, I usw., folgt 

t> = (/«, + »ift + »j-Oi + (J«a + mßi + My,)i 1 

Setzt man » = 0, so fällt in die Ebene der i'j' und t» in 
die a^y-Ebene. Man erhalt also 

Läßt man nun auch t» verscbvinden, so reduziert sich »> auf 
pi, also wird der Faktor von j zu Null, und zugleich wird 

Mj, = t.^{U^ + mßC) + (^^(I«, + M^,) + '"0«8 + »• A) ■ (12) 
ein Grenzwert für m ^ 0. Wenn man also dem m statt des 
Wertes Null einen unendlich kleinen Wert dm erteilt, muß das 
entsprechende Wachstum von id verschwinden. Da nun l und tn 
unter allen Umständen der Gleichung l*-\-m*=^\ genügen müssen, 
so unterscheidet sich l, wenn man m = dm setzt, von der Zahl 
Eins nnr um eine unendlich kleine Größe zweiter Ordnung. 7 ist 
also für das Einsetzen von dm als konstant auzusehen. Infolge- 
dessen läßt sich die Grenzfallbedingung ohne explizite Differentiation 
aus Gleichung (12) ohne weiteres ablesen. Es muß sein 

:^((„.dm(3i + t.^dmß^ + t^.dmßt) = 0. 

dm^ f-i I V fi i II rtj 

Mit zyklischer Fortsetzung erhält man also 

l..ßi + tv'ßi + U.ßi = 0,\ 
t,.y.+iyvY^+ty.Y, = 0,\ (13) 

Diese Gleichungen sind aber identisch mit den Gleichungen (7), 
also folgen diese daraus, daß der Tensor <P auf die Hauptachsen 
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Beines Deformationsellipsoids bezogen ist; sie sind durch die Vor- 
aussetzung identisch erfüllt. 

Der Beweis bleibt gültig, wenn zwei Hauptachsen des Defor- 
mation sellipsoids, etwa q und r, einander gleich sind, denn die 
Eudpuakte toq ^j und rt haben immer noch die Eigenschaft, 
Grenzwerte in y und in n zu sein. Degeneriert das Deformations- 
ellipsoid zur Kugel, so wird das Resultat der Untersuchung selbst- 
verständlich. 

Somit ergibt Bich: Es lassen sich stets drei aufeinander senk- 
rechte Radien der Einheitskugel angeben, welche durch die 
Multiplikation mit in die aufeinander senkrecht stehenden 
halben Hauptachsen des Deformationsellipsoids übei^eführt werden. 

Das heißt aber geometrisch: Man kann die ganze durch 
herbeigeführte Transformation dadurch ersetzen, daß man drei 
bestimmte aufeinander senkrechte Radien der Einbeitskugel in die 
entsprechenden AchseDricbtungcn des Deformationsellipsoids dreht 
und daß man die Kugel dann einer reinen Deformation mit den 
drei Konstituenten p, q, r unterwirft. Kurzer ausgedrückt: Jede 
affine Bewegung läßt sich durch eine Drehung und eine reine 
Deformation ersetzen. Aus den Gleii-bungen (4) ergibt sich un- 
mittelbar die Form des Diatensors, welche diese Eigenschaft 
ausdrückt : 

aßi aß» 9ß> (H) 

rVi ry^ rj-j. 

Diese neonen wir seine Normalform. Sie läßt sich offenbar 
als Produkt schreiben: 

(ß («, ö, a, 
= \O q .U ß, ß, (15) 

U r ly, y,. y». 
Der erste von diesen Faktoren ist der Tensor, der zweite der 
Versor der Operation. Der Versor ist proximal. 

Mau sieht ohne weitereB geometrisch, daß die Reihenfolge der Opera- 
tionen Bioh auuh umkehren läßt. Ea ist nicht ohne Interesse, dies auch 
analyttBch nachzuweisen. Wir nehmen drei Konstituenten p', t^, r' an, deren 
Beträge gleich p, q, r sind, die aber in die Richtungen der I, r_, ^ fallen. 
Um den aus ihnen gebildeten Tensor mit dem Versor der Gleichung (14) 
multiplizieren zu köanen, tranefoi'iiiiet'en wir ihn anf das System der x, y, z. 
Man beachte, daß das ächema des § 18 quer zu lesen ist. Es ei^ibt sich 
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Zerlegung in Tensor und Vergor. 



dann, wenn der vorliegende Teiuor nach der Transformation mit T' b 
zeichnet wird: 

«^ ft yi ■ jc.2' ß>^ hi 
"s i»s y» Ivi'^ ya«^ yi^ 

oder auegereohuet, in einer für die Multiplikation bequemen Anordnung: 

*U = ''.V+C»V + y,V, 
'Ix = "1 "8 p' + ?\ ßi i' + y\ V» »■'. 



- "»«sP'+fti'sa' + yiys»' 



Der BUS diesen Gliedern gebildete Tenaor ist nunmehr als Postfaktor 
mit dein Vergor der Gileiohuiif; (14) zd multiplizieren. Die Auafüliruag der 
Multiplikation ergibt: 

"i n» "3 - (P'«i P'"a P'«s. 

/»i |9a ?3 ■ T' = jg'iäi q'ft 9'ft (lö) 

71 r» ys u'yi »^ya ^'va- 

Also ist die zweite Zerlegung iiachlioh identisoh mit derjenigen von (14), da 
ja die Beträge p', if, t" gleich p, g, r sind. 

Die doppelte Zerlegung ergibt den geometrischen Satz: Jede 
affine Bewegung läßt Bich (operstivl) in eine Drehung und in 
eine reine Deformation zerlegen. Die Reihenfolge der Operationen 
ist gleichgültig, die Drehung ist in beiden Fällen dieselbe, die 
reine Deformation hat in beiden Fällen gleiche Parameter, aber 
wenn die Drehung zeitlich vorangeht, findet die Deformation in 
der Endlage, wenn die Drehung zeitlich nachfolgt, findet die 
Deformation in der Anfangslage statt 

Das letztere ist selbstverständlich; es kommt aber hier auf 
den Nachweis an, daß die Analyse fähig ist, die geometrische 
Beziehung in voller Genauigkeit wiederzugeben. 
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106 §56u. 57. Zerlegung de» Diaientort, zvreiU Zerlegung, Kriterien, Schieber. 

Man bemerke: Der Diateosor hat in der Normalform (14) die 
Eigenschaft, daß seine drei ZeilenTektorea aufeinander senkrecht 
stehen. Die Beträge der Zeileavektoren sind p, q, r, sind also 
identisch mit des Konstituenten seines Tensors. 

Der Tensor selbst läßt sich in drei Faktoren zerlegen: 
ip 0^ /p (1 fl 
|o p o'=lo 1 0-|o q o|o 1 0- -(17) 
10 3 lo 1 lo 1 lo r. 

„Die reine Deformation läßt sieh ersetzen durch drei kon- 
sekutive Dehnungen nach drei aufeinander seokrechten Richtungen." 
Die Reibenfolge der Faktoren ist offenbar gleichgültig. 

57. Andere Zerlegung; Kriterien; Schieber. 
Jeder Diatensor hat wenigstens eine Achse, in die man will- 
kürlich die ^c-Achse eines rechtwinkligen Koordinatensystems legen 
kann. (In dem seiner Einfachheit wegen nicht mehr besoaders 
herroi^ehobenen Fall dreier gleichen reellen Achsen kann man 
diese Achse beliebig wählen; sind zwei gleiche reelle Achsen vor- 
handen, so wähle man die ungleiche Achse.) Geschieht das, so 
muß der Tensor einen in die ar-Achse fallenden Vektor ohne 
Richtungsänderung dehnen, und nuin sieht leicht, daß das nur 
möglich ist, wenn er die Form hat 

KvU. (1) 

l t.^ t„. 

Hier bleibt die Richtung der y- und der z-Achse noch un- 
bestimmt Hat der Diatensor bei beliebig angenommenen Achsen 
der y und e die Gestalt (1), so kann man noch die Achsen der y 
und der z um einen beliebigen Winkel drehen, dessen Kosinus (i 
sei. Er ist dann auf die neue Lage mittels der Gleichungen des 
§ 18 zu transformieren, und man kann mittels dieser Transformation 
noch eine zusätzliche Bedingung erfüllen. Werden die transfor- 
mierten Glieder, wie in §18, durch Ktrichelung bezeichnet und 
führt man die Umformung für ^^ und t'„ durch, so ergibt sich 

i'^v = /*%!/ + ** jl ^Hty.^ f.,) + (1 - ft»)'.., 

/;, = (i-fts)/,,-^yi-^a(;^, + ,,_^) + ^»,„, 

also 
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§ 57. Kriterien für die Anzahl reeller Achten 



Wir «ollen die willkürlieh wählbare Bedingung dahin formu- 
lieren, daß tyy = t',, werden soll, also 

(2^>- l)(f„-l„) = 2^Vl-p'((„+(„). 
Dies gibt 

, _ 1 (1„ - („)■ 

'' "'' -~4 (<..-(„)= + (<.. + <.,)" 
also für ft eine zweideutige, jederzeit reelle Löeung; der Diatensor 
läßt sich aUo immer auf die Form bringen 

\^ Uviy- (2) 

l i.y t,y. 

In dieser Grestalti) hat er die Eigenschaft, daß die Beträge 
seiner Konstituenten sich, ohne weiteres angeben lassen. Seiae 
drei Skalare sind nämlich 

s, = („((,%-(„,(.„) / ■ ' ^^' 

Nehmen wir nun Tersuchsweise einen Diatensor <P' an, dessen 
Konstituenten seien 

*xi., 'wv + Ä. *K» — A, 
Bo verlangt die Uamiltonsche Gleichung, daß für diesen 
S{ = t^^ + 2tyy, Sil = *wv + 2*x:r'vi, — Ää,1 

Si = („((.% -A*) j ■ ■ ■ W 

sei Offenbar werden die S' und 4>' mit den S und identisch, 
wenn man setzt 

Ä» = (,,/,„ (5) 

also sind die drei Konstituenten von 

'«. iyy-\-i\7üy, lyt — it^y .... (6) 

Hiemach hängt der Charakter des Diatensors von t^. and 
t.y ab: 

Haben ty, und i,y gleiches Vorzeichen, so hat der Dia- 
tensor drei reelle Achsen. 

Haben /„, und t,y ungleiches Vorzeichen, so hat er nur 
eine reelle Achse. 

Im Grenzfall ty.i.y = hat der Diatensor drei reelle 
Achsen, von denen zwei einander gleich sind. 

') Aach in der Form (1), aber die Eriterieo werden dann weniger einfach. 
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108 § 57. Schieber. 

I. Wir betrachten zunächst den Grenzfall f„.(i„ = 0. Man 
sieht leicht, daü es für die Diskussion gleichgültig ist, ob man 
t^, oder l,y gleich Null nimmt; in dem einen Fall wird die charak- 
teristische Eigenschaft des Diatensors in die j/- Richtung, im an- 
deren Fall in die ^-Richtung verlegt. Wir setzen also willtür- 
licb t^. = 0. 

Der Diatensor 

= /^^ (7) 

zerlegt sich dann, wie die Ausrechnung zeigt, glatt in die beiden 
Faktoren 



(, «^ 4, 
((«^0 u^ t^. 



(8) 



oder in bequemerer Schreibart 

Ip nie 
2 ■ j 1 (9) 
2 |o e 1. 
Der erste von diesen ist ein Tensor, der zweite ein Diatensor 
sui generis, den wir einen Schieber nennen und mit dem Buch- 
staben E bezeidmen. Multipliziert man ihn mit irgend einem 
Vektor V nnd nennt das Diatensorvektorprodukt ni, so ist 

lo = (r^ + 6i;^-t-cr.)i + i;,i + (er, + r.)I. . . .(10) 
Es bleiben also bei der Schiebung alle ^-Komponenten uu- 
verändert erhalten, d. h. die Punkte aller Ebenen, welche der 
^^^-Ebene parallel sind, werden in diesen Ebenen verschoben, und 
zwar in der a;-Richtung um den Betrag bVy -\- cf,, in der z-Richtung 
um den Betrag ev,. 

Sind im Spezialfall zwei der Seitenglieder von £ Null, so 
reduziert er sich auf den einfachen Schieber des § 42, und man 
sieht leicht, wie die Schiebungen parallel den Achsen sich modifi- 
zieren, je nachdem b und c oder h und e oder c und e gleich 
Null sind. 

Ist c allein gleich Null, so ist die ganze Schiebung pro- 
portional dem Abstand von der a:^-Ebene und erfolgt in der 
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j;-Richtuiig um den Betrag bv^, in der xr-Richtung um den Be- 
trag evy 

Die liier hervoi^ehobene Eigeuschaft des Diatensors mit zwei 
gleichen reellen Achsen beeinträchtigt die Tatsache nicht, daß 
derselbe alle Vektoren, welche in die Ebene seiner gleichen Achsen 
fallen bzw. mit ihr komplanar sind, einfach dehnt, ohne sie zu 
drehen. Man kann also den fraglichen Diatensor auf zwei ver- 
■ schiedene Arten darstellen, einmal als Diatensor mit zwei reellen 
Achsen, das andere Mal als Produkt aus Tensor und Schieber. 
Die Möglichkeit dieser doppelten Darstellung involviert den geo- 
metrischen Satz: Erteilt man einem Raum erst eine Schiebung, 
welche die Abstände von der 3:i:-Ebene unverändert läßt, dann 
eine reine Deformation mit zwei gleichen Hauptachsen, deren 
dritte Hauptachse in die Di-Richtung fällt, so gibt es stets ein 
Büschel von parallelen Ebenen, welche die Eigenschaft haben, 
daß die in ihnen liegenden Vektoren bei der Operation ohne 
Drehung gedehnt werden. 

IL Im allgemeinen Fall tg^t.y ^ läßt, sich der Diatensor 
nicht in reine Deformation und Schiebung zerlegen; die beiden 
Faktoren der Gleichung (9) enthalten nur sechs disponible Größen, 
während die allgemeine Formel (2) deren sieben verlangt. Wir 
fügen also versuchsweise eine Drehung hinzu, indem wir das Pro- 
dukt bilden 

II ft c jp (I 

1 ■ I q • 1 cos 9 —situp . . (11) 
e 1 ( r [0 sinip cos (f. 
Die Ausrechnung ergibt 

ip b q cos (p '\- er sinip — bqsin<f> -\- er cosip 
*='o qcosip — 3 sin 9 . .(12) 

[O eqcos Ip -\- r sin tf — eqsin<f> -\- r cosip. 

Soll das mit Gleichung (2) übereinstimmen, so müssen die 
Gleichungen erfüllt sein 

V = f*!) qcos<f> ■= tyy, — q sin tp = ty„ 

bqcos<p -\-crsin(p = i^^, — bqsinip -\- crcosip = t^,, \ • (13) 

eqeos(p-\- rsinip^t,g, — eqsin<f>-\- reostp=^ty^ 
deren Lösungen lauten: 
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: V'jK + 'v't COS9 = 



_ —ty. 



Sie sind Bämtlich reell, also läßt sicli jeder Diatensor in die 
drei Faktoren der Gleichung (11), Schieber, Tensor und Veraor, 
zerlegen, und zwar so, daß die Achse des Versors in eine bzw. 
in die Hauptachse des Tensors fällt. Im Spezialfall f^ , ^ wird 
qp ^ 0, und damit gelangt man wieder zu dem unter I behan- 
delten Fall. Die hier gegebene Zerlegung macht zwischen drei- 
achsigen und einachsigen Diatensoren nur den Unterschied, daß 
sie sich bei den ersteren auf drei verschiedene Achsen, für die 
letzteren nur auf die eine reelle Achse beziehen läßt; eine andere 
Reduktion, welche den Unterschied etwas schärfer herrortreten 
läßt, ergibt sich auf dem Boden der Dyaden so naturlich, daß 
wir ihre Behandlung dorthin verlegen (siehe § 81). 

58, Übersicht Ober die mSgüchen Artea der Raumtransfonnatlon. 

Als Grundelemente aller Defonnationsbewegungen ergeben 
sich aus dem Bisherigen die reine Deformation, dargestellt durch 
den Tensor T, die reine Drehung, dargestellt durch den Versor X, 
und die Schiebung, dargestellt durch den Schieber Z. Man kann 
danach die Modalitäten, welche der allgemeine Diatensor in sich 
schließt, einteilen. Als nächstliegendes Mittel dazu hat man an 
die Hamiltonsche Gleichung oder, was praktisch gleichbedeutend 
ist, die im § 60 besprochene Hamilton-Cayleyscbe Gleichung 
gedacht. Es ist in der Tat der Versuch gemacht worden, auf diese 
Gleichung eine roUständige Einteilung der Diatensoren zu gründen. 
Derselbe ist aber nicht korrekt durchführbar ans dem einfachen 
Grunde, weil die Hamiltonsche Gleichung zur vollständigen 
Charakteristik der Diatensorelemente nicht ausreicht. Die ein- 
fache Ausrechnung zeigt, daß der Schieber 



p h e 
3 
a e q 
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Mögliche Arten der Raumtramfonnation. 



dieaelben drei Skalare, also auch dieselbe Hamiltonscbe Gleicbung 
hat wie der Tensor 

Ip 
q 
0}. 
Dagegen reicht zur vollständigen Einteiltiag aus die in Glei- 
chung (2) des §57 gegehene Diatensorfonn 

<& = iyy ty, 

( /,, /^,, 
welche deshalb als diskriminierende Form bezeichnet werden 
kann. 

1. Hauptfall I. V'iw>0. 

Der Diatensor bat drei reelle ungleiche Achsen. Er kann 
in Tensor, Versor und Schieber zerlegt werden; dabei fällt die 
Achse des Versors in eine Achse des Diatensors, und da die drei 
Achsen des Diatensors gleichwertig sind, kann die Zerlegung auf 
drei verschiedene Arten auegeführt werden. 

2. Grenzfall, iy.i.y = 0. 

Diatensor mit zwei gleichen reellen Achsen. Kr zerfällt in 
Tensor und Schieber. 

3. Hauptfall II. (y,(,„<0. 

Der Diatensor bat nur eine reelle Achse. Er zerfällt wieder in 
Tensor, Versor und Schieber, aber die Zerlegung ist nur mit Zu- 
grundelegung der einen reellen Achse ausführbar; die Achse des 
Versors fällt wieder mit derjenigen des Tensors zusammen. 

Spezialfälle können nun dadurch eintreten, daß der eine oder 
andere der in Betracht kommenden Faktoren zu Einheitstensoren 
degenerieren. 

Zum Hauptfall 1: 

a) Der Schieber wird zu /. Der Diatensor zerfällt in Tensor 
und Versor, wobei die Achse des Versors mit der ausgewählten 
Achse des Dlatensors zusammenfällt. Drei Achsen sind möglich. 

b) Der Versor wird zu /. Der Fall ist identisch mit dem 
Grenzfall. 

c) Versor und Schieber werden beide zu /. Es bleibt eine 
reine Deformation; die Achsen des Diatensors stehen senkrecht 
aufeinander. 
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d) Der TeuBor wird za /. Es bleibt eine Eombination von 
Drehui^; und Schiebung. 

e) TeuBor und Schieber werden zu I; reine Drehung. 

f) Tensor und Versor werden zu /; reine Schiebung. 
Zum GrenzfalL 

Es sind die beideu Möglichkeiten X = / uud T := / vor- 
handen, welche auf die Torstehenden Spezialfälle c) und f) führen. 
Außerdem kann der engere Spezialfall eintreten, daß alle drei 
Achsen einander gleich werden; Tensor, wobei das Erzeugnis der 
Deformation dem ursprünglich gegebenen Gebilde ähnlich ist 

Zum Hauptfall IL 

Die Spezialfälle sind dieselben wie beim Hauptfall I; der 
Unterschied besteht nur darin, daß der Zerlegung nur eine Haupt- 
achse zugrunde gelegt werden kann. 

Die Torstehende Einteilung laßt den Satz des §56, wonach 
jeder Diatensor in Tensor und Versor zerlegt werden kann, un- 
berührt; das Neue, was sie bringt, liegt darin, daß hier, wenn 
ein Tensor und ein Versor verbanden ist, die Achsen beider 
zusammenfallen, während sie bei dem Satz des § 56 irgendwie 
gegeneinander gerichtet sein können. 

Die Schieber £ lassen sich noch weiter einteilen, je nachdem 
sie drei, zwei oder ein von Null verschiedenes Seitenglied ent- 
halten. 

Ist nur ein „Schiebungsparameter" vorhanden, so hat man 
mit einem „einfachen Schieber" zu tun. Die Zeile, in welcher der 
Parameter steht, bestimmt die Richtung, nach welcher die Schie- 
bung erfolgt; die Kolonne, in der er sich befindet, bestimmt die 
Stellung der Ebenen, welche ohne Verzerrung und Drehung ver- 
schoben wei'den. 

Sind zwei Parameter von Null verschieden, so bat man zwei 
Fälle zu unterscheiden. Sie können beide in derselben Kolonne 
oder in verschiedenen Kolonnen stehen. 

Beispiel. Es sei zunächst das erstere der Fall 
[1 J 
£ = |o 1 
[o e 1. 

Multipliziert man hiermit den Vektor V, so erbalt man 
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Der Vektor, welcher die Schiebang darstellt, ist also 
Vy(bi + et). 
Er hängt demuacli nur Ton Vy ab, d. h. jede Ebene, welche der 
x^-Ebene parallel ist, wird ohne Verzerrung und ohne Drehung 
in sich TerBchoben; die ;C7-£bene bleibt in Kühe; die Schiebung 
erfolgt nicht in der Richtung einer Achse, sondern in einer Bich- 

tang, welche mit der x-Achse den Winkel arctg^ macht. Es- 

haadelt sich demnach hier immer noch um eine einfache Schie- 
bung, die aber schief zn zwei Achsen erfolgt 
Ist dagegen 

(l c 
2; = |o 1 

|o e 1, 
so ergibt sich durch Multiplikation von £ mit v 
W = (v. + ev.)i + Vyi + (evy + v.)t 
Die Punkte einer Ebene t)„ = const bleiben also sämtlich in 
dieser Ebene. Aber für einen Vektor der Koordinatenebene 
Vy = ist 

tu = (v^ + cv.)i+v.l. 
Es gibt also keine eigentliche „Nullebene", in der alle Punkte in 
Ruhe bleiben ; Tielmehr bleibt nur die Gerade v, = 0, also die 
Achse der x, in Ruhe, und in irgend einer Ebene % = const hängt 
die Bewegung der Punkte nicht allein Ton ihrem Abstand von 
der Ebene y = 0, sondern auch von v, ab. 

Dasselbe ist der Fall bei dem Schieber mit drei von Null 
Terschiedenen Parametern. Derselbe kann aufgefaßt werden als 
Pi-odukt der beiden Schieber 

1*0 (10c 
1 - lo l 



1 lo c 1, 
und da der erste von diesen, wie am Beispiel gezeigt wurde, ein 
einfacher Schieber ist, unterscheidet sich dieser Fall nicht wesent- 
lich Ton dem dea Schiebers mit zwei Parametern, welche in ver- 
schiedenen Kolonnen stehen. 

Die Untersuchung führt also darauf, daß die Schieber in zwei 
Unterklassen eingeteilt werden, 

Bndde, Tanaoren □. Dji^deD. g 



iflby Google 
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1. solche mit eiaem Parameter oder mit zwei io derselbea 
Koloone stehenden Parametern, einfache Schieber, 

2. solche mit zwei Parametern, die in verschiedenen Kolonnen 
stehen, oder mit drei Parametern. 

Für die zweite Klasse hat Gibbs den Ausdruck „complex 
shearer" gewählt, der, wenn man ihn nachbilden will, etwa durch 
„komplizierter Schieber" zu übersetzen wäre. 

50. Die allgemeine Beweg^ung eines kleinen Volumens. 

Rein geometrisch betrachtet, besteht die Bewegung eines 
Körpers darin, daß seine Punkte ihre Lage irgendwie stetig ändern. 
Wir beschränken die Untersuchung auf einen sehr kleinen Teil K 
eines Körpers in der Umgebung eines Punktes und verfolgen 
nicht den zeitlichen Verlauf der Bewegung, sondern begnügen uns 
damit, ihr Kesaltat, d. h. den Unterschied zwischen End- und 
Anfangslage zu betrachten. Dabei werde vorausgesetzt, der Betrag 
der Bewegung sei so klein, daß nur die erete Potenz einer jeden 
Dislokation in Betracht kommt. 

Zu Anfang falle der Punkt des Körpers mit einem Punkt lo 
des Raumes zusammen. Wir legen durch diesen gemeinschaft- 
lichen Punkt zunächst ein im Raum festes Koordinatensystem der 
I, f}, t, dann ein zweites System der x, y, x, welches sich mit dem 
Punkt des Körpers verschiebt, und wir setzen fest, daß die ent- 
sprechenden Achsen beider Systeme parallel seien und während 
der Bewegung auch parallel bleiben sollen. 

Ii^end ein Punkt unseres Körperteilchens K hatte zur Anfangs- 
zeit die Koordinaten £, i;, g und hat am Ende der Bewegung die 
Koordinaten |', i}', £'. Er hat also eine Verschiebung erlitten, 
deren Komponentenbeträge sind 

Der Punkt des Körpers, welcher vor der Bewegung mit » 
zusammenfiel, hat nachher eine Verschiebung, deren Komponenten- 
beträge seien 

«0, Wo, Wo- 

Irgend ein benachbarter Punkt 1 von K ist zu Anfang durch 
den Fahrstrahl 1 ^ t bestimmt, und r hat die drei Kompo- 
nentenbeträge X, y, z. Man kann den Betrag der Verschiebung 
des Punktes I nach der Taylorseben Reihe entwickeln und 
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Bewegung kleiner Volumina. 



kann dabei nnter den gemachten Voraassetnagen die zweite und 
alle höheren Potenzen in der Reihe remachlässigen; eo erhält man 



•+©/+(lf)/+(a-:>- 



(1) 



Die Größen (rr— ) obw. sind die Differentialquotienteu der 



9 sind 



Beträge der SeitenTerschiebungen für den Xullpunkt 0; : 
skalare Größen. 

Addiert man die Gleichungen (1) geometrisch und setst 

Mi + vi +mjI = dt, so erhält man 






dt = dt„ -|-"Pt, 
wenn man nnter den Diatenaor versteht, dessen Glieder sind 



a." 



Die Gesamtbewegung aller Punkte von K zerfällt demnach in 

1. Verschiebung eines beliebig ausgewählten Punktes Ö, 

2. Transformation von K mit als TranBformationsmittelpuDkt. 
(Auch die Verschiebung von K läßt sieb als Eocrdinatenverschiebung 
auffassen, die Darstellung stimmt also damit, daß jede Bewegung 
eines Raumes als eine Transformation desselben aufgefaßt wer- 
den kann.) 

Die Verschiebung von ist unmittelbar Torstellbar, es wird 
also im folgenden Ton ihr abgesehen. 

Helmholtz hat nun zuerst gezeigt, daß man den hier auf- 
tretenden Diatensor <P durch additive Zerlegung in zwei einfache 
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Elemente teilen kann. In der Ansdracksweise der Diateneoren- 
rechnung hat er den Satz benutzt: 

« = ^- + ^, (2) 

und da es eich tun eine unendlich kleine Bewegung handelt, 
repräsentiert der Antitenaor in dieBem Fall die durch eine 
Drehung hervorgebrachte Dislokation der Funkte von £ (§ 36, III). 
Damit ergibt sich der Helmholtzsche Fundamentalsatz: Jede 
unendlich kleine Bewegung eines kleinen Körperteilchens läßt eich 
außer der Verschiebung in eine reine Deformation und eine reine 
Drehung zerlegen. 

Man beachte übrigens, daß diese Zerlegung additiv ist. Bei 
Benutzung derselben muß man sich also vorerat vorstellen, daß 
jede der beiden Operationen an jedem einzelnen Fahrstrahl r in 
der ursprünglichen Lage von x vorgenommen wird, and daß 
die dabei auftretenden Verschiebungen des Endpunktes von r 
geometrisch addiert werden. Stellt man sich die Bewegung des ' 
Körpers so vor, daß er erst gedehnt und hierauf in der gedehnten 
Form gedreht, oder erst gedreht und dann in der gedrehten Lage 
gedehnt würde, so gilt allerdings, auch für endliche affine Be- 
wegungen, ein Satz, der genau den gleichen Wortlaut hat, wie 
der Helmholtzsche, der aber nicht die additive Helmholtzsche 
Zerl^ung, sondern die multiplikattve Zerlegung des § 56 aus- 
drückt, also im allgemeinen einen wesentlich anderen Sinn hat 
und erst durch die Erörterung des § 56 bewiesen wird. Nur in 
einem Spezialfall, und zwar gerade in dem Uelmholtzschen, 
sind die beiden Arten der Zerlegung gleichbedeutend. Es läßt 
sich nämlich zeigen, daß für unendlich kleine Bewegungen die 
multiplikative ZusammeuBetzung einer reinen Deformation mit 
einer Drehung äquivalent ist mit der additiven. 

Beweis: Es seien g], £s, £, drei unendlich kleine Großen; 
dann läßt sich ein unendlich kleiner Tensor, auf seine Achsen 
bezogen, darstellen durch 

f 1 + £. 

T = { 1 + S, (3) 

lo 1 + e,. 

Ein unendlich kleiner Versor X von beliebiger Äcbsenlage ist 
dai^estellt durch § 55, Gleichung (5). Bezeichnen wir in ihr die- 
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§59. Relmholtztcht Zerlegung. 



jenige Wnrzel, in welcher f. das negative Vorzeichen hat, ab- 
kürzend mit ijt, so ist der unendlich kleine Vergor 
(1— 'i m —Vi 

-1). 1-*. Ii (4) 

V» — ii 1 — «i; 

also ist das Produkt beider, wenn in jedem Glied die auendlich 
kleinen Größen Ton höherer Ordnnng fortgelassen werden, 

ii + £i — *i ij. —Vi 

-IJ. l+e.-«, Vi ■ ■ (5) 

n» -ii ! + £,-«»■ 

Dies zerlegt sich aber in die Summe T+m, wenn') 

I— «1 Va — Vi 
-1» —h Vi (6) 
Vi — i)i — h- 
Die Drehung, welche diesem [^ entspricht, erhält man nach 
§ 36, III, wenn man zu [ff einen Einheitstensor addiert, d. h., sie 
ist darzustellen durch 



(') 



Das ist aber der Versor X der Gleichung (4), i^nd damit ist 
die Behauptung bewiesen, 

60. Die Hamilton-Cayleysche Gleichang. 

Satz: Der ganze Diatensor erfüllt eine Gleichung, welche 
mit der Hamiltonschen Gleichung des § 19 roltstEtndig überein- 
stimmt, bis auf den Umstand, daß der Homogeneität wegen dem 
Skalar S, der Faktor / zugesetzt werden muß. Die Gleichung 
lautet also (die Skalare haben dieselbe Bedeutung wie bisher): 

»8— Ä;*s-|-Sj,a»— Sgl— (1) 

und heißt die Hamilton-Cayleysche Gleichung, weil Cayley ihre 
Anwendbarkeit auf diatensorähnliche Gebilde ausgesprochen hat. 

') In Oleiobane (5) eind die t; unendlich klein erster OrdunDg, die s 
sind zweiter Ordnung. Letztere veracbwinden also gegen die ij, nnd die 
Anwesenheit der t verstößt nicht dagegen, daß die Diagonalglieder eines 
Aotitensora den Seitengliedem gegenüber verschwinden müssen. 
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w 



Beweis: Es sei 

dann ist 

I"» +avi» + '*,Ci, axay + ayby-\-a,Cy, OgO, -\- a^b, -\- a,c, 
&,a^ + 6,i, + 6,c„ 6,av + Ä„* +b.c„, b,a, + bgb, + b,c,(3) 
c^ait + Cyb, + c,Cx, e,ay + c^by + c,Cy, c«o, + evÄ, + c/, 
nnd die beiden ersten Glieder von 4>> siad 

t„g = a,(aS + ayba+a,c^) + ag(b,ax + b^b,-\-btCx)) 

+ a,{c^a^ + Cyb, + c.c^), I 

(„ =: 0,(0,% + a^bf + a,Cy) + ay{bgay + fty + b,Cy) j 

+ a, (ca„ + Cybg + cc,). j 

Ferner ist 

Si«» = (a, + 6y + c.)*», 1 

S^ ^ Oa(fe,c, — b,Cy) + ay{b,Cx — bxC,)-\-a,(baCy — byC^,\ 
nnd ea ist zu bedenken, daß 

fs; 

SiI={o S, (6) 

(o 5;,. 

Bildet man mit den Torstehenden Gleichangen das erste Glied 
Ton jedem Term des Polynoms von Gleichung (1), so erhält man 
durch Addition 
<iai<*2 + <iiibx + <*iCi) + ay{bx(ix-\-bybi, + b,ex)-^a,(Cxax + Cybx + c,C:c) 

- («. + by + c,) {a^ +ayb„ + a. c,) 

+ ax{byC, — b,Cy -f c.Oi — CiO, + a^by — o„&.) 

— air{byC, — b,Cy) — aylb.e^ — b^c) ^ a,(bMCy — byc), 

und die Dnrchrechnimg ergibt, daß dieses Glied Null ist Zyklisch 
folgt, daß auch diejenigen Gliedersammen, welche mit fy„ nnd t,, 
gebildet werden, Null sind. 

Das zweite Glied des Polynoms wird, entsprechend gebildet, 
ax(a>:aif + ^yby 4- CiCy) + 0^(610,, + iy -f- b,Cy) -f- a,{cxay + Cyby-\- cCy} 

— (a« + 6» + c.) {aT^y + a» ö, 4. a,Cy) 

+ OyibyC, — b,Cy + c,ax — CaO, + ajcA„ — ti^S,) 

— 0. 
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Atich dieses ist Null, und daraus fo^t zyklisch, daß alle 
übrigBu Glieder des Polynoms Null sind. Damit ist der Satz 



Für Leter, die sich in dem Buch von Gibbt-Wilion BaU erbolen 
wollen, Bei bemerkt, dafi die dort gegebene Ableitung der Qleicbang (1) nicht 
bündig ist. Sie wird nor dadurch möglich, dali auf der rechton Seite der 
enten Zeile (1. o., S. 320, die Oleiohuug ist mit „by 08" bezeichnet) der sptLter 
wieder erBoheinende Faktor / auBgelaaaen ist nnd dadurch ein Diatensor 
gleich einem reinen Skalar geaetzt und dann mit dieaem reinen Skalor üu- 
nächBt weiter operiert wird, was nicht üuläaeig iai 

Vollständig homogen ausgeschriebea lautet übrigens die 
H&miltoE-Cayleysche Gleichung 

*« — S,*>I+S,,<&/ä_s^7s = 0. 

Die abgekürzte Form (1) ist indessen zulässig, weil O'I 
= 4>ä ußw. ist. 
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Zweiter Abselmltt. 

Diatensoren in Form von Dyadehtripeln. 



ErBt«a Kapitel: Sie einzelne Dyade. 
61. Ddfinition der Dyad«. 

In § 38 wurde die Gleichaii(; aufgestellt: 

<P{a, b, c)ö = (aB)i + (S»)i-(-(ctt)I 
und in § 4ö die entsprechende 

<P(a, 6, c).*{e, f, g}» = «,(et.)+ S,(ftp) + c,(ijj.). 

In § 39 Tnrde gezeigt, wie man die Größe & mittels eines 
DiatensoiB aus den Tripelprodukten heraussetzen kann, welche 
auf den rechten Seiten der vorstehenden Gleichungen vorkommen. 
Hätte man dieses Verfahren von vornherein an den hier rechts 
stehenden Größen durchgebildet, so würde man dadurch auf den 
Begrifi des Diatensors geführt worden seiu. Gibbs bat Dan im 
Anschluß au Hamilton und Grassmann für dieselbe Aufgabe 
eine andere Lösung durchgebildet, welche von der Bildung einer 
besonderen Produktenart ausgeht Es seien 9 und a zwei Vek- 
toren. Aus beiden werde ein Gebilde hergestellt, welches wir % ; a 
schreiben, und dasselbe werde definiert durch die beiden Glei- 
chungen 

(«;a)ö = «(«») (1) 

t.(Ä;a) = (B«)ii {2> 

%;a heißt eiue Dyade, und zwar, weil sie durch ein skalares 
Produkt definiert ist, eine skalare Dyade. 9t heißt der Ante- 
zedent, a der Konsequent der Dyade. (91;a)l) bzw. B(31;a) 
heißt ein Djadoprodukt, u das Argument desselben. In Glei- 
chung (1) steht nach der bereite bekannten konventionellen Be- 
zeichnung die Dyade als Präfaktor, in Gleichung (2) steht sie als 
• Postfaktor. Die Dyade wird der Deutlichkeit wegen gegen das 
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§ 61, Dr/aden; Definition. 



Argument darch Klammem abgegrenzt; wo sie allein steht, kann 
die Klammer fortgelasBen werden '). 

Man hat in den Gleichungen (1) and (2) zwei Operationen 
zu unterscheiden: 

1. diejenige, welche aus 9 und a die Dyade 9l;a bildet; diese 
besitzt, wie sich zeigen wird, die distributiven Eigenschaften der 
Multiplikation, kann also als eine erweiterte Grassmanneche 
Multiplikation angesehen werden; 

2. diejenige, welche aus der Dyade 91 ;a und dem Argument 
das Dyadoprodukt (%;a)» bildet. Diese hat den Charakter einer 
inneren Multiplikation, and wir geben ihr, wo die Dentlichkeit 
es erfordert, diese Benennung. Demnach wäre (9l;a)ti genau 
als „inneres Dyadoprodukt aus einer skalaren Dyade und dem 
Argument" zu benennen. Hier, wo keine Produkte anderer Art 
vorkommen, heißt es einfach Dyadoprodukt. 

Um den Ausdruck völlig sicherzustellen, ist noch darauf hin- 
zuweisen, daß wir ein für allemal das Wort Antezedent für den- 
jenigen Faktor der Dyade gebrauchen, der in der Dyade selbst 
vorangeht, einerlei, ob die Dyade Präfaktor oder Postfaktor ist 
In den Gleichungen (1) und (2) ist also beide Male % der Ante- 
zedent. 

Ein Blick auf Gleichung (1) zeigt, daß die Operation, welche 
aus 9 und a eine Dyade bildet, nicht kommutativ ist: 

(a;a)» = «(ao), während (a;«)« = o(Mb); 
die beiden Produkte haben also verschiedene Bicbtung. 

Gleichung (2) setzt femer gegenüber der Gleichung (1) fest, 
daß die innere Multiplikation, welche aus der Dyade und dem 
Argument das Dyadoprodukt bildet, nicht kommutativ sein soll. 

Man hat also ein für allemal bei Behandlung von Dyado- 
produkten streng auf die Beihenfolge der Bestandteile zu achten. 

Dyaden und Dyadoprodukte sind offenbar invai-iant, weil in 
ihre Definitionen nur Invarianten eingehen. 

Das skalare Produkt (9ta) nennt man den Skalar der Dyade. 

') Gibba schreibt das akatare Produkt irgend zweier Vektoran a und b 
in der Form a-i, die aus a und b gebildete D;ade lohlechthin ati ohne 
ZwiBchensatz. In unserer der Enzyklopädie eich anschließenden t^chreibweiae 
ist dies nicht znlässig, da ab das skalsre Produkt (ab) bedeuten würde. Wir 
schreiben daher die Dyade im AnachluB an Jaumann, wie oben, mit zniachen- 
gesetztem Semikolon; man lieat sie am bequemsten lidyasa. 
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S3. Multiplikation, Gleichheit von Dyaden. 



62. Multiplikation mit einem Skalar. 

Ist I» ein Skalar, so ergibt sich aus den DefiDitiooBgleichungeQ 
sofort, daß 

(ma;o)ö = (a;nin)n = »i(Mj«)tP, (1) 

also auch 

m(ä;n) = (««;«) = (Ä;tna) (2) 

Man multipliziert also eine Dyade mit einem Skalar, indem 
man entweder den Antezedenten oder den Konsequenten mit diesem 
Skalar multipliziert Es folgt unmittelbar 

(!;».) = («;.). (3) 

•8. Qleicbheit zweier Dyaden. 

Definitionsgemäß werden wir zwei Dyaden (S ; n) und (9 ; 6) 
für gleich erklären, wenn für ein beliebiges Argament B 

(«;«)» = (»;S)» (1) 

und 

I.(«ja) = t((»j6) (2) 

ist 

Die hinreichende und notwendige geometrische Bedingung 
dafür lautet: Die Antezedenten der beiden Dyaden sind kollinear, 
ihre Konsequenten sind gleichfalls kolliueM* und ihre Skalare sind 
gleich. 

Diese Bedingungen sind hinreichend ; denn sie sagen aus, daß 

8 ^ ffl 9( und b =: — sein muß, wo m irgend ein Skalar. Dann 

ist aber nach dem vorigen Paragraphen offenbar: 

»;t. = fna;- = Ä;B. 
m 

Sie sind aber auch notwendig; denn da (31;a)tP mit 91 und 
(9;b)u mit O kollinear ist, so folgt aus Gleichung (I), daß 91 
und 9 kollinear sein müssen. Entsprechend folgt aus Gleichung (2) 
die KoUinearität von a und 6, und daraus, daß die Beträge tod 
(Sl;«)» und (e;b)ti gleich sein sollen, folgt, daß (flil) = (86) 
sein muß. 

Es ergibt sich hieraus, daß eine Dyade in irgend einem 
Koordinatensystem durch fünf Angaben bestimmt ist. Die beiden 
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Bichtangeu 70d 91 und a erfordern je zwei Angaben, der Betrag 
ihres Skalara eine fünfte. 

Ist eine Dyade 3(;it gegeben, bo sind bieniach ihre beiden 
Bestandteile bis auf einen skalaren Faktor m geometriBch bestimmt. 

Jede Dyade, die ihr gleich sein soll, muß die Gestalt t»31; — 
haben. 

Außerdem folgt noch: 

[»«.s] = t*"l- •■ ■ (S) 

Das vektorielle Produkt [91a] ist also auch eine charakteri- 
stische Größe der Dyade; Jaumann nennt es den Rotor der 
Dyade. 

64> Dyaden aus Qrundvektoren. 
Besonders einfach und deswegen im späteren verwendbar 
siod die Bpeziellen „Grunddyaden", welche man aus den recht- 
winkligen Grundvektoren i, {, I bilden kann. Es ist 
(iil)>. = i(iB) = i,. 

USW., also ei^bt die Zusammenstellung: 

(i;i)» = t«,, (t;j)ö = i«v. (i;»)» = ir., 

a;i)B = ir., Öii)B = ir^. (i;l)B=ii;„ 

(I;i)l. = li4, (l;j)» = (u„, (l;I)B = (»,. 

«S. Freie WUilbarkell des Dyadoprodnktes. 

Ist ein Argument gegeben und soll ein zweiter Vektor n> 
aJs Dyadoprodukt von b ausgedrückt werden, bo daß, wenn Ä und 
a noch unbestimmt gelassen werden, 

n = («;a)U (1) 

ist, so kann der Vektor u beliebig vorgeBchrieben werden, es läßt 
sich immer eine Dyade K;a angeben, welche der Gleichung (1) 
genügt. 

Denn tp ^= 9l(ao); es laut sich immer ein Vektor 9 angeben, 
der die Richtung Ton W hat; man kann dem Vektor den Betrag 
tnxo geben, wo m ein beliebiger Skalar, nnd man kann auch 
offenbar immer einen zweiten Vektor a so bestimmen, daß 

|«|COS«,U = —r-r 
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ist: dann Ist (att) ^ — , also %{a,t>) ^= mto Damit ist die 

geauchte Dyade gefundeo. Da m uDbestimmt bleibt, läßt die 
Aufgabe nneiidlicli viele Lösimgen za, entsprechend § 62, Glei- 
chung (3). 

Außerdem bilden die Vektoren, für welche 1 a 1 cos a, tt = - ■ , , 

ist, ofienbar einen Kegel um v als Achse, dessen halbe Öffnung 
durch eine Gleichung cos n, u := eonst bestimmt ist. Jede Er- 
zeugnngslinie diesee Kegels kann als a dienen. Es gibt also 
oo* Lösungen. 

00. Konjagierte Dyaden und Dyadoprodukte. 

Zwei Djaden heißen konjugiert, wenn der Antezedent der 
ersten gleich dem Konsequenten der zweiten und umgekehrt ist. 
Konjugiert sind also z. B.: 

9(;a und a\%. 

Zwei Djadoprodukte heißen konjugiert, wenn sie mit kon- 
jugierten Djaden und mit dem gleichen Ai^ument in gleicher 
Stellung (Argument in beiden Fällen Postfaktor oder in beiden 
Fällen Präfaktor) gebildet sind. Die Konjugierte bezeichnen wir, 
wie früher, durch ein angehängtes c. 

Die DefinitionsgleichuQgen zeigen sofort, daß 

(Mjo)» = »(«;«). (1) 

Eine als Präfaktor gebrauchte Dyade ist äqulTaleat mit ihrer 
als Postfaktor gebrauchten Konjugierten, und 

(.;*).= ((»;.)«)„ (2) 

«(«;«) = ((«;»)»). (3) 

„Zwei Dyadoprodukte aus der gleichen Dyade und dem 
gleichen Argument sind konjugiert, wenn das Argument das eine 
Mal als Präfaktor, das andere Mal als Postfaktor steht." Dyado- 
produkte zeigen also bezuglich der Konjugation dasselbe Ver- 
halten, welches wir für Diatensorvektorprodukte im Anschluß an 
die Tektoriellen Produkte fcst^setzt haben. 
Femer ergibt sich 

(9I;a)ü — (o;SI)» ^ a(oti)-a(aB) (4) 



iflby Google 



KotyugaUom, Addition von Dyaden. 



Die Größe ani der rechten Seit« dieser Gleichung Ut aber 
nach einem bekannten Satz der Vektorenrechuang rti[9a]1 oder 
[[««>]■ 

Eb folgt: 

(a;fl)li-(ii;a)t. = [[aS]»]: (5) 

„Die Difierenz zwischen einem Dyadoprodakt und seinem 
Konjngierten ist gleich dem Tektoriellen Tripelprodukt aus den 
drei Bestandteilen, letztere genommen in derjenigen Reihenfolge, 
in welcher sie im Subtrahendus auftreten. Die innere eckige 
Klammer [] tritt dabei an die Stelle von ()." Dies gilt, wie die 
einfache Ausrechnung zeigt, auch dann, wenn » Präfaktor ist 

67. Addition b«i Dyaden und Dyadoprodukten. 

Den Begriff „Summe zweier Dyaden", also die Bedeutung des 
Zeichens + zwischen zwei Dyaden, definieren wir durch die dem 
Wesen der inneren Multiplikation entsprechende Festsetzung: 

(a;o ±»;6)» =(«;n)ti±(©;Ji)». (1) 

Im einzelnen ist hiemach 

(a + !8;o)U = (« + 8)(oU) = 3((«B) + 8(aö) = («;« + »;o)U, 

also 

a + Ö;"» = «;« + »;«, (2) 

und ebenso ergibt sich 

Mjfl + Ü = M;o + a;6, (3) 

«4-S;tt + 6 = ä;ii4-9;6 + 9;B + S;b. . (4) 

Die Gleichungen (2), (3) und (4) besagen, daß die Operation, 
durch welche aus zwei Vektoren eine Dyade gebildet wird, dis- 
tributiv ist. Bestehen die Elemente der Dyade aas Summen, so 
sind dieselben in der Dyade genau so zu behandeln, als ob es 
sich um eine gewöhnliche Multiplikation handelte. Daraus ergibt 
sich die Berechtigung, die Dyadenbildung als eine Art der Multi- 
plikation zu bezeichnen. 

Femer ist deänitionsgemäß 

(«;n)(» + Wi) = 8t(fl,t. + m) = M((H.) + 9((iitB),. . (5) 

also 

(a;o)(n + 10) = (»;«)» + (a;a)w. 
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Hiernach ist auch die Operation, welche aus der Djade und dem 
Argument das Syadoprodukt bildet, distributiv. 

Die Ausdehnung auf DüFerenzen, so wie auf Summen, welche 
mehr als zwei Terme enthalten, ist Belbstrerständlich. 

68< Symmetrische Dyaden. 

Eine Dyade oder Dyadensumme heißt selbstkonjugiert oder 
symmetrisch, wenn sie sich bei Vertauschang des oder der 
.Vntezedenten mit dem oder den Konsequenten nicht ändert Die 
Einzeidyade kann natürlich nur dann symmetrisch sein, wenn der 
Konsequent dem Antezedenten gleich ist Die Summe zweier 
konjugierter Dyaden ist symmetrisch: 

(«iii + n;«)» = «(oü) + «(«») 

= a(a(o)+a(at)) = (o;ä+«;o)ü. 

Der Beweisgang bleibt gültig, wenn » als Präfaktor steht. 

69. Operative Multiplikation von Dyaden. 

Was in § 43 über operative Multiplikationen gesagt wurde, 
gilt auch hier. Da das Dyadoprodukt ein Vektor ist, kann man 
es wieder mit einer Dyade multiplizieren. Es bietet sich also 
die Aufgabe dar, Dyaden operativ miteinander zu multiplizieren. 
Was bedeutet (S;i)(31;a)? Bei Beantwortung dieser Frage ist 
nach § 43 vorauszusetzen, daß die Operation, welche zuerst vor- 
genommen werden soll, proximal zum Argument geschrieben wird. 
Die beiden Ausdrücke: 

(S;t>)(a;a)l> und u(a;a)(»;e) 
sind also gleichbedeutend. Die beiden Ausdrücke: 
(9;b)(a(;a)0 und v(a;a)(9;b) 
sind nicht gleichbedeutend, entsprechen einander aber insofern, 
als in beiden die Multiplikation mit (9l;o) vorangehen soll. Die 
Ausrechnung ergibt: 

A. Mit u als Postfaktor: 

(»;Ip)(a;fl)B = (»;6)«(aB) = »(6 «)(«») 

= (»(6«);a)B oder (e;(Iia)a)u, 
also 

(»;6)(9t;«) = 9(6M);a = «;(li«)n (1) 
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B. Mit » als Präfaktor: 

B(a;a)(»;i) = (»«)«(»;1p) = (»«)((i»)6 

= o(«(«»);b) oder u(M;(fl»)b), 

(«;a)(ffl;b) = «(a»);6 = «;(«»)t ('2) 

Das Ei^ebniB lautet in beiden Fallen: Das operative Produkt 
zweier Djadeu ist wieder eine Djade. In ihr haben die Bnch- 
staben dieselbe Anordnung wie in dem uraprimglicheu Produkt, 
aber die beiden mittleren sind zu einem skalaren Produkt ver- 
bunden. Das Semikolon etebt beliebig vor oder hinter diesem 
Skalar. 

Natürlich kann der Skalar auch herausgesetzt werden, so daß 
man hat: 

(a(;«)(»;i) = (o»)(«;lp). (3) 

Man sieht sofort, daß die operative Multiplikation von Djaden 
nicht kommutativ ist. (S ; ü) (M ; n) b liefert ein Produkt, welches 
die Richtung von 9 besitzt; (91 ; a) (0 ; b) ti dagegen hat die 
Richtung von Ä. 

Die operative Multiplikation ist definitionsgemaß assoziativ, 
solange das Argument an einem Ende des Produktes steht; denn 
die Vorschrift, daß die zuerst vollzogene Operation zunächst dem 
Argument geschrieben werden soll, sagt nichts anderes aus, als daß 

(9;(p)(ai;n)B = (©;6)((«;a)B) 
sein soll. 



Zweites Kapitel: Dyadentripel. 

70. Reduktion von Dyadensummen. 

Es sei ti eia Zeichen, welches jeden beliebigen Vektor vertritt, 
und es seien @;Si ®'>&' ^^^- ^'^^ beliebige Anzahl von Dyaden. 
Wir bilden die Summe derselben und mit ihr das Dyadoprodufet 
des Argumentes ti, zunächst mit b als Postfaktor, dann ist: 

(®;9+®';9'+®";9" + "-iisw.)ü = @(8») + e('(fl'»)+"-''8w. (i) 

Sind nun 9(, 0, Ü drei willkürlich angenommene, im all- 
gemeinen aber als nicht komplanar vorauszusetzende Vektoren, 
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SO läßt sich nacb Vorbemerkuog e) jeder von den Vektoren @, 
9', 9" U8W. in der Form: 

0' = i'a + m'9+»'e,[ (2) 

asw, ' 

ausdrücken, wo die f, m, ti Sakalare eind. Die Summe auf der 
rechten Seite von (1) nimmt also die Form an 

und es ist 

L = ?(fl») + i'(3'») + ^"(fl"») + ■■ ■ 119W. 1 

= a8 + i'fl' + '"8" + --n8W^>') I ■ " ■ •■ ^ 

oder, wenn ?B + ''8' + ^"8"H "i^w. = a gesetzt wird, 

La = «(au) = (a;o)b (4) 

Offenbar erbält man auf dieselbe Weise: 

Jlf» = (9;li)tp, iVffi = (ffi;c)«; 
also ergibt sich: 

Die Summe der Dyadoprodukte auf der linken Seite von 
Gleichung (1) läßt sich stets darstellen in der Form: 
(a;o + »;i + €;t)u. 
Hieria sind 9(, 6, 6) willkürlich angenommen, a, b, c aber, 
nachdem diese willkürliche Annahme einmal erfolgt ist, eindeutig 
bestimmt Denn in der Gleichung für a sind g, g', g" nsw. von 
vornherein gegeben, l, V, l" usw. aber durch die Gleichungen (2) 
eindeutig bestimmt. Multipliziert man die Summe von Djado- 
produkten auf der linken Seite von Gleichung (1) mit t> als 
Präfaktor, so ergibt sich auf ganz analogem Wege, daß diese 
linke Seite sich darstellen läßt durch 

B(9t;o + »;6 + S;t), 
und in dieser Summe sind dann n, b, t willkürlich anzunehmen, 
91, 0, @ aber eindeutig bestimmt. 

Es folgt: „Jede beliebige Summe von Djaden läßt sich er- 
setzen durch ein Dyadentripel. In diesem Tripel können die 
Äntezedenten willkürlich angenommen werden, und dann sind 
die Konsequenten eindeutig bestimmt, oder man kann die Kon- 
sequenten willkürlich annehmen, und dann sind die Äntezedenten 
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§ 71 M. ?3. Dyadentripel, Oütrilmtive Eigenschaften. 129 

eindeutig bestimmt." Die willkürlichen Annahmeii Bind nur be- 
schränkt durch die Bedingung, daß dae willkürlich gewählte 
Yektorentripel im allgemeineD nicht komplanar eein darf, weil es 
anderecEalls nicht allgemein möglich wäre, die Vektoren @, @' obw. 
durch eeine Glieder auszudrücken. 

71. DyadentripeL 

Hiernach ist das Dyadentripel die typische Form, aui welche 
die Dyadei^rößen sich im allgemeinen zurückfuhren lassen. Wir 
bezeichnen eio Dyadentripel mit ^ oder verwandten Buchstaben. 
Soll dasselbe bei dieser Bezeichnung durch Angabe seiner Bestand- 
teile näher charakterisiert werdea, so schreiben wir die Ante- 
Zedenten als untere, die Konsequenten als obere Marken an das 
O, letztere, wo keine Verwechslung mit Potenzen möglich ist, 
ohne Klanmiera; auch brauchen keine Komma zwischengesetzt 
zu werden. 

Es steht demnach: 

*«»« {ür(aia + »;l>-f-e;0. 

Ist das Dyadentripel ausgeschrtebeu, bo wird es der Deutlich- 
keit wegen gegen das Argument durch runde Klammem abgegrenzt; 
ist es durch <J> bezeichnet, so sind die Klammern überäüssig. 

Die Größe (ao) + (»6) + (Sc) heißt der erste Skalar des 
Dyadentripels; die übrigen Benennungen bleiben dieselben wie 
bei der einfachen Dyade des § 61. 

Entsprechend heißt die Größe [*«] + [* ^] 4- [® c] der Rotor 
des Dyadentripels. 

Vit. Distributive Eigenschaften des Dyadentripels. 

Aus den Eigenschaften der einzelnen Dyade ergeben sich 
ohne weiteres die folgenden Sätze, die auch dann gelten, wenn 
das Dyadentripel als Postfaktor steht, 

«(ö + w) = «HP + On» (1) 

Sind O und 0' zwei Dyadentripel, so ist: 

(* + *')« = *» + *'» (2) 

Ist n ein Skalar, so ist 

h(0o) =(n<I>)B = 0(««) = «<&0 (3) 

<«6 = <;%»,-« = *«"«*"" W 



u. Dj»den. 
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130 § 72 M. 7B. Dyadentripel, DUtrihuUtm, Konjugation, Symmetrie. 

Die letzten drei Gleichutigen lassen sich, wie bei der Einzel- 
dyade, in den Satz zusammenfassen, daß die dyadiscbe Multi- 
plikation von Snmmen im Inneren des Dyadentripels den Regeln 
der gewöhnlichen Multiplikation folgt Es bedarf nicht der Be- 
merkung, daß die Additionen kommutativ sind, daß aber bei den 
Multiplikationen die Reihenfolge von Antezedenten und Kon- 
sequenten beibehalten werden muß. 

78. Konjagierte Dyadentripel; Symmetrie. 

Wie zwei Dyaden, so heißen auch zwei Dyadentripel kon- 
jogiert, wenn die Antezedenten des einen die Konsequenten des 
anderen sind und umgekehrt: 

a;Sl + 6;» + t;g=(a;fl + »;b + S;c),. ... (1) 

Der Satz . _ 

*tt = ti0( (2) 

gilt für die Dyadentripel, weil er für alle einzelnen Summanden 

in ^ und (p,, gilt. Er kann auch geecbriebeu werden: 

^^^I = («*), (3) 

Der Schlußsatz des g 66 nimmt für das Dyadentripel folgende 

Form an: 



**»« 



n = a 



a(a»)-|-»(liu)-|-6(ti»)l 
a(ä»)-6(9»)-c(6o),j 



das ist 



[[.«] + [1.8] + [cd],«]. 
Hiemach ist die Differenz zweier konjugierten Dyadoprodnkte 
gleich dem vektoriellen Produkt aus dem Rotor des subtrahierten 
Dyadentripels und dem (nachfolgenden) Argument. 

Ein Dyadentripel heißt symmetrisch, wenn es gleich seinem 
. Konjugierten ist. 

Die Summe zweier konjugierten Dyadentripel ist immer sym- 
metrisch; denn 

«;o-|-a;a-|-»;b + 6;9 + €;c-fc;e 
ändert sich offenbar nicht, wenn man die Antezedenten und Kon- 
sequenten überall vertauscht. 
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§ 7i tt.75. Operative Multiplikation, Gleichheit zweier DyaiUntripel. 131 

74. Operative Multiplikation von Dyadentripeln. 

Gegeben seien zwei Dyadentripel = 9i;»-\-9\h-\-it;t 
und ** ^ M'jo' + ®';6' + ff';f'i ee erwäclist die Aufgabe, ihr 
Produlit durch die Einzeldyaden, aus denen sie bestehen, darzu- 
stellen. Es ist 

»'«» = (Sfii' + »';li'-l-8';e')|«(o») + »(lili) + 6(eB)|j 

= a'l(.'a)(a») + («'9)(t»)+(»'e)(t.)| 

+ 8'Kt' »)(■») + (»'»)(»») + (»' «)(">)! 

+ r|(r'«)(..) + (e'»)(H.) + (.'E)(e.)]. . J 

Nim ist nach §69 «'(«'"M»») = C'^'OCl")» ">"., also 
ergibt sich ohne weiteres; 

(«■;«' + 9';|p'+r;c')(a;« + 8; » + Sit) ) 
= («■;.') (aia) + («'ia')(8i6)-K«';a')(l£;c) 
+ (8; »■)(« ; >) + (»'! »■) (8 ; b) + (8; t') (« ; .) 
+ (rir')(a;e) + (6'-,<')(8;i) + (e';c')(l£;e).) 
Dyadeatripel werden nach dem Schema gewöhnlicher Summen 
miteinander multipliziert. 

Das Produkt zweier gleichen Dyadentripel ^^ werden wir 
folgerichtig O* schreiben, und die Potenzierung läßt sich beliebig 
fortsetzen. 

Anmerkung. Dob Quadrat einer einzelnen Dyade iit gleich dem 
Produkt aus der Dyade und ihrem Skalar. Fär Dyadentripel besteht dieaer 
Satz aber nicht. 

75. Gleichheit zweier Dyadeatripel 

DefinitionBgemäß werden wir zwei Dyadentripel O und W für 
gleich erklären, wenn für jeden Wert tou b 

3H» = «'B (1) 

und 

u 4 = tt ^. (2) 

Es genügt zur Gleichheit, wenn die Gleichungen (1) und (2) für 
drei nichtkomplanare Vektoren v^ Qg, Vg erfüllt sind. Denn gelten 
sie für V,, b,, u,, so gelten sie auch für Zv,, mv^, nv,, wo l, m, n 
beliebige Skalare. Sind aber l, m, n beliebig wählbar, so kann 
man aus i»j, m»j und nv^ jeden beliebigen Vektor v zusammen- 
setzen, also sind bei der gemachten Voraussetzung die Haupt- 
kriterien erfüllt. 
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132 § 75, 76 II. 77. GleicIAeit, Dritter Skalar, Transformation. 

Zwei Byadentripel sind oSenbar auch dann gleich, wenn man 
ihnen willkürlich die gleichen Äntezedenten vorschreibt, und wenn 
eifl dabei dieselben Konsequenten haben oder umgekehrt 

Soll für beliebige 91, 8, S die Gleichung 
»(■») + 9(6») + €((») = a(a'B) + »(b'tt) + S(f'B) 
erfüllt sein, so müssen offenbar die Gleichungen 

»» = b'», fc» = b'ö, CO = c'S 
einzeln erfüllt sein. 

Hieraus ergibt sich, daß die Gleichheit zweier Dyadentripel 
mit neuib skalaren Bedingungen äquivalent ist; denn die Rich- 
tungen von a', i', ^ liefern je zwei Bedingungen, und die Gleich- 
heit der drei skalaren Produkte liefert drei weitere, zusammen 

7C> Der dritte Skatar des Dyadentripels. 

Bildet man ans den Antezedenten das Parallelepiped (98€) 
und ebenso aus den Konsequenten das Parallelepiped (abc), so 
heiüt das Produkt 

(ase)(iibt} 
der dritte Skalar des^ Byadentripels. Seine Bedeutung erbellt 
aus § 79, n. 

77. Die Transformation des Dyadentripels L 

Sie kann, der Natur des Gebildes entsprechend, zunächst 
darin bestehen, daß das Tripel auf andere Antezedenten oder 
andere Konsequenten bezogen wird. 

Gegeben sei ein Dyadentripel 

4=:a;ii + 9;6-|-g;c; (1) 

dasselbe soll zunächst auf neue Antezedenten W, 8', S' trans- 
formiert werden. Es seien n', h', t' die neuen Konsequenten, und 

S' = i,«-j-mj9-l-«je,l (2) 

g' = J,91-l-m,» + «,©.] 
Ist dann b ein beliebiger Vektor, so muß, wenn das neue 
Dyadentripel mit dem alten identisch sein soll, für jedes u die 
Gleichung erfüllt sein: 

S(a.) + 8(l»)+K(c»)= |I,a + .«,» + »,K|(.'») 1 

+ |!,a + »i.» + «,ei(6'») + 1!. * + ».» + »■ s)(c'»). 1 ' '■ ' 
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§ 77, Ergte Transformation des Dyadentripds. 



Faßt man rechts die Faktoren toh 9 usw. zagammen, bo er- 
gibt sich: 

«(«») + »CbB) + e(e>.) = «!?,(»'B) + /,(i'i.) + ?,(e'»)} ].^. 
+ »{mj(o'i.)+ms(6'B)+.»,(e'D)|+S|«i(o'»)+rt,(l,'t.)+«,(e'l.)|.f ' 
das heißt: 

»i,«' + m,6'4-m,t' =: b, I (5) 

Wir führen nun Bezeichnungen ein, die den in § 16 bis 19 
gebrauchten analog sind. Wir schreiben J für die Determinante 
der 3' Größen /, nt, n in Gleichung (5) und setzen: 



= 'n 



= »«1 

U8W. 



Dann ergibt die Auflösung der Gleichungen (5) 
a' = h*+m^i + n,tA 

V = T,tt + m^i + iiatA (6) 

e' = 7j + wij b + «a t, J 
und zwischen den Größen l und I usw. dieser Gleichungen be- 
stehen offenbar dieselben Beziehungen wie zwischen den a und 
« usw. der g 16 usw. Demnach ist 

«P = /, a + m, » -1- «, 6 ; 7, + jH, b + K, t i 

+ ?j« + mi,S + nse;7,B + )77ab + «ae[ ■ • ■ (7) 
+ ^sa + WsS + njerfsa + t^sb + Äjc) 
mit beliebig wählbaren l^, m^, «^ der Ausdruck für alle möglichen 
Transformationen, denen O durch Wahl von neuen Antezedeuten 
unterworfen werden kann. 

Sind W, 8', d' Torgeschrieben , so siud die l^, m^, »„ durch 
Gleichung (2) eindeutig bestimmt. Gleichung (6) liefert dann, 
ebenfalls eindeutig, die zugehörigen Konsequenten. 

Wählt man nicht neue Antezedenten, sondern neue Kon- 
sequenten o', b', e' willkürlich und setzt 

b' ^ 7, n + m, b + "i c 

y = I,a + ,7,,S + «,t, [ (8) 

c' = J, 



n + »»16 4- "iC, » 
a + ,7,,S + «,t, [ . 
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§ ?r. ErsU Traneformaiion de» Dyadentripeh. 



80 erhält man dnrch eine analoge Rechnung genau die Formel (7), 
nur sind die skalaren Faktoren von %, 9, @ zweimal überstrichen. 
Da aber T:=l new., dient die Formel (7) für beide Fälle. Be- 
trachtet man die /, in, » als primär willkürlich gewählt, so hat 
man die Transformation auf yeränderte Antezedenten , und die 
Koeffizienten in den Konsequenten sind bestimmt durch die Be- 
ziehungen li = ' ' — ^— ^ U8W. Betrachtet man aber die f, 
m, » als primär willkürlich gewählt, so hat man die Transformation 
auf geänderte Konsequenten, und die Koeffizienten ?, m, n be- 
stimmen sich durch die Gleichungen \ = — — ° - ^ — 5_i usw. 

Das transformierte Djadentripel 4>' muß nun nicht bloß die 
durch Gleichung (3) dargestellte Bedingung (p'D = Ob erfüllen, 
sondern anch die Bedingung 0^ = vO. Diese liefert die Glei- 
chung: 

-I- b'(?a«-|-»Wa»-l-Wa6,ö)-|-c'((ga-|-m3 9-|-nsg,n)i ■ (9) 
= {t'h -i- b'7ä + t'/s)«!» -I- usw. J 

Es folgt: 

miB'-|-ma6'-f t»jt' = 6,[ (10) 

«i «' + «a 6 '+ «8 c' ^ t. ) 

Das sind aber dieselben Beziehungen, welche bereits durch 
Gleichung (5) ausgedrückt wurden. Die Bedingung »*' = »)<* 
liefert also nichts Neues. 

Nach dem Satze, daß eine Dyade unverändert bleibt, wenn 
man ihre Antezedenten mit einem Skalar multipliziert und den 
Konsequenten mit demselben Skalar dividiert, ist selbstTerständlich, 
daß die Größen 9t, a usw. in der Gleichung (7) die entBprechende 
Unbestimmtbeit haben, und daß man demgemäß auch die sämt- 
lichen Antezedenten in Gleichung (7) mit einem beliebigen Skalar 
multiplizieren kann, wenn mau die entsprechenden Konsequenten 
mit demselben Skalar dividiert 

Wir können immer annehmen, in dem gegebenen Dyaden- 
tripel fallen %, 9, S in die Achsen eines rechtwinkligen Koordi- 
natensystems der X, y, z, deren Lage willkürlich angenommen sei. 
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§ 77. Er»te TraruformaHon de» Dyadentripd». 135 

Die Konaequeuten a, fi, c zerlegen wir nach den Achseu, iDdem 
wir a := «„i 4- ay\ -\-a,t usw. setzen. Dann wiid das Dy adentripeL: 

* = AaA\'^-{- ■Aay\\\ + Aat\\%\ 

+ Bh,y,i + Jibyi;\-\-Bb.y,t\ ■ ■ ■ ■ (11) 
+ Gc,l;i+Cc,f;i+6'e,I;lJ 
Sind nun j), q, r drei Skalare, so kann man immer setzen: 
p^ = iAa,y + {Aa,y+iAa.)^^ 

q»==iBhy + {Bb,y + (Bb.y,\ (12) 

r= = (Cc.)»+(Cc,)" + (Cc.)»J 
und 

Aa^^pUi, Aay:=ptXiy ^a, = pag,\ 
Bh„ = qß^, Bhy = qßi, Bb. = qßA- ■ (13) 
Ccx = ry,, Ccy = ryj, Oc, = ry^J 

p, q, r sind stets als reelle Größen angebbar. Die Wurzeln 
nehmen wir willkürlich positiv, et,, a^, k^ sind die Kosinus der 
Winkel, welche a mit den Achsen macht usw. Sie geniigen den 
Bedingungen a^ -|- Og^ -j- a| = 1 usw. Im allgemeinen ist aber 
nicht oi^ + ßi+Y^ =: 1 usw., da nicht Torauszusetzen war, daß 
0, 6, t aufeinander senkrecht stehen. Nach dem Vorstehenden 
wird 

* = i)a,i;t+jtaäi;i -f pa,!;! » 

+ aßiUi + qßä;i + aßd;t\ (u) 

+ *'yi*;i + *'yi*;i + ''j'jl;t.) 

Setzt man 

ß,i + ßA + ßJ = mA (15) 

ni + rii + rs'^ »J 

80 erhält man für O die Form: 

^ = pi;\ + qi,m + rt;a. (16) 

Nimmt man einzelne oder alle der Faktoren p, q, r negativ, 
so würde man einfach dem entsprechenden Konsequenten die ent- 
gegengesetzte Richtung zu geben haben, dann bleibt die Gleichung 
unverändert. Die willkiirliche Festsetzung, daß p, q, r positiv sein 
sollen, ist also berechtigt. Die Gleichnugen für «i, (3j usw. bleiben 
immer erfüllbar. 

Die Lage der Antezedenten i, j, t war nun bisher willkürlich 
gelassen, man kann also noch von dem erst angenommenen System 
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§ 77. EnU Traniformation ; Normalfon 



der i, j, I auf ein ODderea AutezedenteDtripel t', j', t traDsforroiereD. 
Dann erhält man uaclt (6) drei neue Eonseqaenten I' nt' it', und 
wesn das Schema der Kosinus für die TrauBformatioa lautet: 





i 


1 


I 


i' 


1, 


A, 


i. 


i' 


Ci 


C. 


H 


r 


>". 


•>> 


^,, 



80 ist nach Gleichung (6): 

(' = Ail-|-^,in + r,ii, 

«' = A,(-l-fi,m + i/jit, 

n' = X^l -\- (ttxn -\- v^n. 

Da drei von den EosiDue willkürlich sind, lassen sich die 

A, fi, V so beBtimmen, daß (', m', n' aufeinander senkrecht stehen i); 

in diesem Falle nennen wir sie i, {, t, erhalten also die Form: 

«P=pt';t + 5i';i + ''»';«, (17) 

in welcher wieder p, q, r drei positiv zu nehmende Skalare sind 
und sowohl die Antezedenten wie die Konsequenten je ein ortho- 
gonales Tripel bilden. Diese Form heißt nach Gibbs die Normal- 
form des Djadentripels. Die Doppelrichtungen der t, j, f sowohl 
wie der i', j', f sind bestimmt. Es ist selbstverständlich nur eine 
Frage der Benennung, ob man die Antezedenten oder die Kon- 
sequenten mit gestrichelten Buchataben schreibt 

Ist O symmetrisch, so muß es auch in der Normalfonn seinem 
Konjugierten gleich sein; das ist nur möglich, wenn t' mit 1, j' 
mit i, {' mit I zusammenfällt. Das symmetrische Dyadeutripel 
hat also in der Normalform die Gestalt: 

«p=pi;t + 2J;j + rt;t (18) 

Hier kann man aber nicht mehr willkürlich festsetzen, daß 
p, q, r positiv sein sollen; denn wenn man einem der drei Kon- 
sequenten die umgekehrte Richtung geben wollte, würde die 
Identität der Richtung von Antezedenten und Konsequenten ver- 
loren gehen. Es können also in Gleichung (18) p, q, r einzeln 
sowohl negativ wie positiv sein. 



') DoJI die Beütimmanf; stets i: 
abhängig naohgewieBeu. 



Reellen mdglich ist, wird ii 
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§ 7S. Ztpeite Trantformatiott de» Dyadentripel». 187 

78. Tranaformatioa ü. 

Bei den im Torigen Paragraphen vorgenommenen Umfonnimgea 
hat das Dyadentripel schließlich wieder seine Tripelform. Es 
kamen indessen schon in den Gleicbnngen (11) und (14) Gestalten 
vor, in denen es aas neun Einzeldyaden besteht Solche ergeben 
eich allgemein, wenn man die einzelnen Vektoren, aus denen das 
Dyadentripel zuBammengesetzt ist, transformiert Die allgemeinste 
Gestalt des Herganges ist folgende: G^g^eben sei ein Dyaden- 
tripel 

<P = «;(| + ©;li + 6;c, (1) 

und ee seien s, ^, 3 drei nichtkomplanare, übrigens beliebige 
Vektoren und £*, t(, j' drei andere, gleichfalls nicht komplaoar, 
übrigens beliebig. Wir transformieren die 91, S, S auf £, 9, j und 
die n, b, c auf ^, q', 3'. Sind l, tu, n und jt, q, r Skalare, so ist zu 

setzen : 

«= It+tntt + ni, (2) 

^ . « = P«' + «>)' + ''*'■ (3) 

Damit wird 

»i«= 'ipm'+ hr>^'+ ^''s;j'| 

+ ff»j)l);|' + m«l);lj' + mrij;ä' [ (4) 

+ npä;5'+ "ga;V+ «*■*;}'■' 

Entsprechend erhält man, wenn V, m' usw., sowie l", m" usw. 
zwölf neue Skalare sind, 

»;>"= i'p'r,i' + i'q'v,^' + i'r'v,i''\ . . . /^x 

-\-m'p'it;i'+ usw. / 

(E;e= I"j)"j;s'+ usw. (6) 

Setzt man nun: 

Ip + Vp' + V'p" = (, , ^ 

lq+ Va'+ l"Q" = t,A (7) 

mp -\- m'p' -\- m"p" ^ (,i f 
usw., 
so findet sich: 

* = (iiK;s' + (us;i)' + 'j=5;a'i 
+ '«i);i'+*»t>);t'+'.=');ä'} ■ ■ ■ ■ ■ (s) 

Das Dyadentripel erscheint also hier in Gestalt einer Summe 
von neun Dyaden. Da die Vektoren j, j' usw. keine andere Be- 
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138 § 78 u. 79. Nonionform, Dytidentripel alt Diatentor. 

dingimg zu erfäUeD brauchen, ala diejenige der Nichtkomplanarität, 
können wir willkürlich Torschreiben, daß sowohl 5, ^, j wie j' q' 3' 
gleich den Grundvektoren i, j, I ein und desselben rechtwinkligen 
Koordinatensfstems der |, 4, j Bein sollen. Dann ergibt sich für 
<P die Form: 

+ («i;t + '»i;i + '>»i;* (») 

+ i,ii;i + 'sii«;j + 's»';*,J 

in welcher die Grundvektoren t, j, (, immer unter der Voraua- 
setzung, daß sie rechtwinklig aufeinanderstehen, beliebige Lage 
im Raum haben können. Diese Form heißt nach Gibha die 
Nonionform des Dyadentripels. 

Offenbar sind zwei Djadentripel einander gleich, wenn sie 
in der Nonionform in demselben Koordinatensystem die gleichen 
Skalaren Koeffizienten in der gleichen Reihenfolge haben. 

Ist das ursprüngliche Djadentripel in der Normalform ge- 
geben : 

» = piii' + 5i;f + rl;f (10) 

Bo erhält man die Nonionform sofort, wenn man 

i' = »,i + a,j + «.' 
usw. einführt. Es wird 

© =; J)aii;i + yaji;i+j)ajt;I » 

+ 9Ai;i + ?Aiu + sfti;i ■ • ■ (U) 

79. Das Dyadentripel als Diatensor. 

Die in dem vorigen Paragraphen gegebenen Ausdiüclce für 
ein Djadentripel sind sämtlich gleichwertig. Wir wählen die 
Form (9) nnd bilden mit ihr die beiden Dyadoprodukte *» und 
v<&. Unter Berüclcsichtigung des § 64 erhält man: 

<li» = (i„0. + li,0, + (,,0.)i| 

+ (t„', + t„o, + U.v,)i ..... (1) 
+ (<„».+ <,. t', + (..t>.)t) 
«* = (l„». + („f, + („«,)ii 

+ {«„«, + („», + („.,)) (2) 

+ (l,.». + l„% + („t..)l.l 
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§ 79. Dyadentripel als IHatensor. 



Die beiden Gleichangeu (1) und (2) sagen nun aus: 

1. Das Djadentripel ist identisch mit einem Dia- 
tensor. Unser Dyadeutripel O ist identisch mit dem Diatensor: 

'» '» t» (3) 

Dieser Diatensor ist in demselben Koordinatensystem der 
sc, y, z bestimmt, auf welches das Djadentripel bezogen var. 

2. Dia in § 66 gegebene Definition der Konjugation 
ist gleichbedeutend mit der in § 33 gegebenen; denn der 
durch Gleichung (2) bestimmte Diatensor ist nach beiden Defini- 
tionen konjugiert zu dem durch Gleichung (l) bestimmten. 

Demgemäß Btinmit auch die Definition der Symmetrie und 
Antimetrie für Djadentripel und Diatensor inhaltlich überein. 

Sonach fallen Diatensor und Djadentripel unter 
einen gemeinschaftlichen Begriff, und für diesen wollen wir 
nunmehr das Wort Diatensor gebrauchen; der Name wurde 
schon mit Rücksicht darauf gewählt, daß er gleichzeitig an die 
Worte Djade und Tensor anklingt Zugleich rechtfertigt sich der 
Gebrauch desselben BuchBtabeus <& fUr beide. Wir unterscheiden 
nunmehr die Größe, welche im ersten Abschnitt Diatensor genannt 
wurde, und das Djadentripel uur noch als formale Abarten des 
übergeordneten Begriffes Diatensor. Man kann die eine die 
dyadische, und die andere die enneadische Form des Diatensors 
nennen {twEa ^^ neun); doch bleiben auch die Ausdrücke 
djadische und tensorielle Form gestattet, auch kann das Wort 
Djadeatripel noch gebraucht werden, wo es für die gerade Tor- 
liegende Form bequem ist. 

War das Djadentripel in der Normalform gegeben, so wird 

pUi' + 9iA' + rt;r^lqß. qß, qß, ■ ■ ■ ■ (i) 

und die enneadiscbe Form ist damit in dem Koordinatensystem 
der i, {, f bestimmt. 

Et sind nan auf dem Boden der DyadeDrechnang einige Begrifie aelV 
■täudig defiDiert worden, nämlich der eiett SkaUr, der dritte SkaUr und 
" ■ ■ Es ist feiUastellen , wie lie »ich in 
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§ 79. Dyadtntripel alt Diatentor. 



I. Erater Skalar. Da (If) = «, uw., M Iftutet der Anadraek fär deu 
enten Skalar von pi;? 4- gj^f + rt;l' 

ptt, + qßt + ry,; (5) 

das ist die Summe der enueadisohen Di&psoalKlieder tod (4), also ist der 
erste Skalar der djadisohen Form identisch mit dem ersten Skalar S, der 



II. Der dritte SkaJar des Dyadentripob ia der Normalform ist naeh g 76 ; 

(pi.9i,'-')(i'ff) = I>9r ^i ß\ A =P3r. . ■ ■ . (6) 

I n Y, Y. I 

Das ist aber die Determinante der rechten Seite tod (4), also ist der 

dritte Skalar der djradisahen Form identisch mit demjenigen der enneadiseben. 

ni. Der Kotor endlich wurde entwickelt als die Differenz 4> — <^; das 

liefert ohne weiteres den Satz; Der Rotor der d jadischen Form ist identisch 

mit dem doppelten Antitenuir der enneadiachen. 

Ist O in der enneadisclieii Form 

= j ft, by h, (7) 

Icb Cy c, 

gegeben, bo braucht man Dur die Klammer fortzulasseii und agi;i 
statt Ox, "v^'ii statt a^, icj;i Btatt K usw. zu setzen; dann hat 
mao das entsprechende Dyadentripel in Nonionforra, von der 
man mittela der bereits angegebenen Transformationen zu irgend 
welchen anderen djadisohen Formen übergehen kann. 

Ist der Diatensor in der enneadiechen Normalform des § 56 
gegeben : 

1' = \qßi 9ß» 9ß> (8) 

Iry, ry, ry^, 
wo die «, ß, y die Kosinus zwischen den Achsen zweier recht- 
winkligen Koordinatensysteme sind, so liefert die Umformung das 
Dyadentripel in der Gestalt: 

= ßOt,i;t-l-p«jt;j+past;I^ 

+ ißiiii-\-QßA;i + 9ßä;n . 

4- ryrt;i + ry3t;i + rytt;ti 
= pi;i' + qi;i' + rt;r; > 

d. h. die dyadische ^ormalform entspricht der enneadiBchen. Die 
KoordinatensyBteme der x, y, g und £, ij, t haben in beiden die- 
selbe Lage. 



(9) 
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§ 79. DyacUntripel alt Diaiensor. Ul 

Da nun in § 56 der Nachweis geliefert wurde, daß jeder 
enneadische Dktenaor sielt im Reellen aaf Beine Kormalfonn 
redoziereo läßt, so ist biermit auch der Beweis erbracht, daß 
jedes Dyadentripel sich reell in seiner Normalform darstellen laßt. 
pV, q'i', rf sind gleichzeitig die Zeilenvektoren des Diatensors 
in der enneadischen Form. 

Es erübrigt noch zu ermitteln, wie sich das allgemeinst for- 
mulierte Dyadentripel S;o + S;6H-6;c in _ Nonionform oder, 
was praktisch dasselbe ist, in enneadischer Gestalt ausdrückt 
Bezogen auf das feste System der x, y, e ist 

^ = AJ + Afi+A.t, (10) 

a= «.t+ aj+ a'.t (11) 

usw. 
Multipliziert maD die einzelnen Zeilen aus und faßt die Er- 
gebnisse nach Gmnddyadeu zusammen, so findet sich 

<P = 
( (J^o^+B„6^+C,c^i;i HA^a^+B^b^,+C^c^)iii +{A^a,-i-B^b,+C^c,)t;t 
J+U^a,+B^6,+C^Oii' +U„''„+B„J^+'^yVili +(4v"'+*v^+'^v'''>''' ^^> 

Die skalaren Koeffizienten Ton (12) sind die Glieder der ennea- 
dischen Form. 

Die Identität der beiden Diatensorformen ist im Gnmde 
schon gegeben durch die formale Übereinstimmung der beiden 
Gleichungen aus § 4& und § 61: 

<l>|ffi,S,ei.«>|e,f,jl. = (S.(.») + S.(f>.) + 9.(j.). . (13) 
und 

(«;« + »;i + 6;e)B = ä(iHp) + SB(»'») + e(«>'); ■ ■ (14) 
denn diese sagt aus, daß das Djadentripel ebensowohl wie das 
Produkt zweier tensoriell gestalteten Diatensoren ein symbolischer 
Multiplikator ist, welcher einen beUebigeu Vektor b in eine seiner 
linearen Vektorfunktionen überführt. Aus der Übereinstimmung 
folgt weiter: Stellt man einen Diatensor nach § 46 als eunea- 
disches Produkt <&{<S,i},@| ■<&{e,f,g} dar, so ist er mit a;a 
»;6 + 6;t identisch, wenn ©, = », 5^ ^ », ©r = ® und e = o, 
f ^ d, g = c genommen wird. Es ergibt sich also 

Ä;ii + e;fc + e;t = lj„ B^ C^-lb, by b. .... (15) 
\A. B, C. Ic« c„ c„ 
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§ 80. Vergteiehwtg der Normal fim 



WO die Größen rechte auf ein beliebig gewähltes Sjetem der x, y, e 
bezogen sind. Die Ausführung der Multiplikation rechts führt wieder 
auf tileichung (12). — Schreibt man die vorBtehende Gleichung 
«;a-j-e;6 + g;c = «P|Slc8cffi=|-*|a,6,c|, ■ ■ -(16) 
so bat man die Beziehung zwischen der dyadischen und ennea- 
diBchen Form in der kürzesten Gestalt. 

80. Ver^eichung der Normallonnen. 

Die vollständige Behandlung der Baumtransformation mit 
Djadentripeln würde nach dem Vorstehenden, soweit nicht neue 
Elemente eingeführt werden (Tgl. hierzu §81), nur auf eine Reihe 
von Wiederholungen führen. Alle Sätze des ereten Abschnittes, 
in denen der Buchstabe oder T unaufgelöst benutzt wird, gelten 
einfach für die dyadischen Formen des Diatensora mit. Es han- 
delt sich demgemäß im folgenden zunächst nur um die Aufgabe, 
nachzuweisen, wie die wichtigeren Zusammenhänge sich in dja- 
discher Form darstellen. Wir legen hierbei die Normalformen 

* = pt;i' + 5i;i' + rf;f, (1) 

Ipoi pa, pct, 
ißx 9ßi qß» (2> 
rrx rn ry^ 
zugrunde, wobei immer im Auge zu behalten ist, daß hei Verwen- 
dung dieser Gleichungen die aus den Torangegangenen Paragraphen 
bekannten Koordinatensysteme der x, y, js und |, tj, g benutzt sind. 
Die «, ß, y sind durch die Winkel, welche die Achsen beider 
Systeme miteinander machen, bestimmt. Für ein symmetrisches <b 
ist «1 = ^, = yj = 1. 

J. Hilfsgrößen und Achsen. Die ZeilenTektoren Ton (2) 
sind {i0C[i-|- pcc^i-f jiocit nsw., d. L sie sind, wie schon gesagt 
wurde, ., ., „ ,„, 

Der Eodiatensor O^ hat die Glieder q,f{,ßiyt — ß%y%)-, 

9»-(/'3)'i — An). «^(An — J'»ri). 'rpiy%fH~y%^^ fsw- Die 

Klammem sind aber der Reihe nach gleich «,, «g, ctg, /^^ usw., 
also wird 

rpßt rpßa rpß,r=qri;i' + rpi;i' + pq1ir. . (4) 
PiYi P«n PiYi 
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Vergleichung der Nbrmalformen. 



Damit wird 

*si = S**"! -\-^Pßt-'rP^yi (ö) 

S( ist, wie schon bekannt, pgr. (6) 

Die Hamiltonsche Gleichung wird also 

t^—ipcii + gßt + rj'9)fj» + (^ra, + rpß^ + pqYi)t^ —pqr = 0. (7) 

Über ihre Lösung ist dasselbe zu sagen, wie früher. Ist der 
Diatensor aymmetrisch, so reduziert sich die Hamiltonsche Glei- 
chung auf 

ti'-iP + q + r)t^' + (<ir + rp + pq)t^~pqr=0 . (8) 
mit den Lösungen p, q, r. 

IL Vollständigkeit und Unvollständigkeit. Die Unter- 
suchung der Vollständigkeit und Unvollständigkeit von Dyaden- 
tripein wurde von Gibbs auf getrennte Annahmen über die 
Antezedenteu und Konsequenten gegrüudet; sie Tereinfacht sich 
ungemein, wenn man die obigen Zeilenvektoren einführt; dann 
bleiben alle Folgerungen des §33 erhalten. Der Diatensor ist 
auch in dyadischer Form planar und linear, wenn die Zeilen- 
vektoren komplanar oder kollinear werden. Ein unvollständiger 
Diatensor von der Gestalt 

pi^'-\-QUi' 
vernichtet offenbar, wenn er mit einem Vektor V multipliziert wird, 
die Komponente »; dieses Vektors und führt die dazu senkrecht 
stehenden Komponenten in solche über, die in der ij-Ebene liegen. 

Entsprechend vernichtet ein nnvoUatändiger Diatensor von 
der Form 

jede Komponente mv,,-|- nU;, welche mit der j' {'-Ebene komplanar 
ist und führt die Komponente üj in eine solche über, die mit i 
kollinear ist. Unvollständige Diatenaoren dieser Art sind von 
Gibbs als „ Annihilatoren" bezeichnet worden. 

111. Einheitstensor oder Idemfaktor. Der Eiuheitstensor 
nimmt einfach die Gestalt an: 

J=i;i + i;i + l;I. (9) 

Die Richtigkeit der Behauptung ist unmittelbar durch Multi- 
plikation des Dyadentripels mit einem beliebigen Vektor D nach- 
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§ so. Yergleichtttig der Normalfon 



IV. loyerse oder reziproke DiatenBOren. Die Sätze des 
§51 bleiben sämtlich erhalten; es handelt sich hier darum, die 
dyadiscbe Form yoq *~' TOrzuzeigen. Nach Satz I, Gleichung (4), 
in § 51 und mit der obigen Gleichung (6) ist, wenn der Diatensor 
selbst in Form der Gleichung (1) geschrieben wird, 

O» 1 1 1 

V. Tensoren. Die Gestalt des Tensors 

* = pt;i + 3i;i + t-i;i (u) 

wurde bereits festgelegt. Derselbe läßt sich in drei Faktoren 
spalten: 

3. = (pi;i-hi;j + !it)(iii + 9i;j + !;|)(i;i + iji + rI;I), 
deren Reihenfolge offenbar willküHich ist Die Zerl^ung ent- 
spricht der am Schlüsse des § 56 gegebenen und hat dieselbe geo- 
metrische Bedeutung. 

VI. Versoren. Will man einen Veraor durch den Drehungs- 
winkel ip und die Kosinus der Winkel, welche die Drehungsachse 
mit den Koordinatenachsen macht, dyadisoh ausdrücken, so hat 
man einfach den in §51, Gleichung (7), angegebenen Diatensor- 
gliedern die Faktoren t;t, i;{ usw. anzuhangen und sie sämtlich 
zu addieren. 

Fällt die Drehungsachse in eine der Koordinatenachsen, z. B. 
in die Achse der x^ so erhält man mit Gleichung (12) des § il sofort 

«; = i;i + «)s<p(i;i + t;t) + sm9!(«;i-i;')- ■ (12) 

Hierin kann man für j;j -|- t;I schreiben I — i;i Femer ist, 
wie man leicht findet, (f;i — t;!)^ ^ L''*]) ^^^^ können wir statt 
f;j — j;t schreiben [i Damit nimmt der Versor um die Achse 
der X die Form an: 

O^ = i;i + cos<p{l—i\i) + sin<p[i (13) 

in welcher er außer I nur noch den auf die Achse der x be- 
zogenen Einheitsvektor enthält. Man erhält also die entsprechende 
Form für Drehungen um eine beliebige Achse, wenn der Einheits- 
vektor in der Richtung dieser Achse mit p bezeichnet vrird, in 
der Gestalt: 

«? = *;(» + (MS 9J(J—»;»i) + Sin ?i[ti, . . . .(14) 
denn man kann die Achse der p ohne weiteres als ;x-Achse an- 
sehen. In der Tat, wenn man p = ki + fi[ + vt Setzt, und damit 
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Vergleichung der Normalfon 



die vorstehende Formel ausreclmet, so erhält man «P in der Nopion- 
form, und die einzelnen skalaren Tenne derselben werden identisch 
mit den in Gleichnng (7) des §M; gegebenen. Ans Gleichung (14) 
«igeben sich die allgemeinen Formeln für den quadrantalen und 
biquadrantalen Yersor, venn man das eine Mal eostf = 0, sinip 
=^ 1 und das andere Mal cos <p = — 1, sin qo = setzt: 

a>Yj =»;»» + si».j)[lP, .(15) 

ip„ = 1p;)f-I. (1«) 

Will man den Versor dadurch ausdrücken, daß er das Koordi- 
natensystem der I, T), S in die Stellung der x, y, e überführt, 
60 ergibt sich aus Gleichung (1) des §54 sofort: 

«=«iiii + «,i;j + «,i;( ] 

+ ßii;i + ß,y,i + ß,y,i .[■ ■ (i7) 

Der reziproke Versor, welcher das System der x, y, e in die 
Lage S, T), g dreht, ist 

«-' = a,t;i + jJ,i;j-l-j',i;I| 

+ «.i;i + fti;j + y.);(f (i8) 

und wenn man hier die Kosinus zu den Antezedentea zieht, 
findet man 

»-■ = i';i + )';j + r;l. (19) 

Der Ve^leich mit Gleichung (17) bestätigt, daß der reziproke 
mit dem konjugierten Versor identisch ist. 

VIL Zerlegung in Tensor und Versor. Nach der Multipli- 
kationsformel für Dyaden ist 

(i;i)(i;r) = ili', (i;i)(j;n = Mw. 
Damit wird 

Ebenso ergibt sicli 

i>>-,i' + 3i;i' + '-';'' 1 ,„,> 

= (i;i' + i;i' + l;<')(pi';i' + !i';i' + '-f;i')./ ^"> 

Diese beiden Gleichungen stellen offenbar die in §56 behan- 
delte doppelte Zerlegung der affinen Bewegung in reine Drehung 
and reine Deformation dar. Der Versor ist in beiden Fällen der- 

Budde, Tenioren u. Dfsdea. |q 
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146 § 80 u. 81. Normalformen, Dyadenlripel au» reHprokalen Vektoren. 

selbe, der Tensor der Gleichang (20) liegt im System der x, y, n, 
derjenige der GleichoDg (21) im System der £, ij, t. 

Auch die Zerlegungea des § 57 würden sich in dyadiscber 
Form nachbilden lassen; hierfür soll aber ein neues yon Gibbs 
angegebenes Hilfsmittel benutzt werden. 

VIII. Hamiltonsche Gleichung. Es möge noch angeführt 
werden, wie man nach Gibbs zur Hamiltonschen Gleichung 
gelangt, ohne auf die TraasformationsformelD zurückzugreifen. 
Es sei H ein Vektor, der durch die Multiplikation mit ohne 
Richtangsänderung im Verhältuis t^ : 1 gedehnt wird, eo daß 

■ 0» = hm (22) 

Dann ist 

(* — (i/)u = 0, . . (23) 

also ist <t> — ff I ein unTollständiger Diatensor, weil er den Vektor u 
auf Null reduziert; also muß seine Determinante Null sein. Der 
Diatensor <J> — t^I lautet aber, wenn er in allgemeiner Noniouform 
dargestellt wird, 

{Ux — h)\\\ + t^y\\i + i^.\\t 

+ („!;i + i.,!;i + (^.-({)!;i 
Setzt man aJso seine Determinante gleich Null, so hat man die 
Hamiltonsche Gleichung. 

81. Einffihrang reziprokaler Vektorensystemc 

Gibbs bat diese Einführung vorgenommen. Sie läßt sich für 
die eoneadiscbe Form nachbilden '), ergibt sich aber am natür- 
lichsten aus der dyadischen Form. Ihre Brauchbarkeit beruht 
darauf, daß die reziprokalea Vektoren MultiplikationseigenscbafteD 
Ton ähnlicher Einfachheit haben, wie die UrundTektoren, die ja 
ein Spezialfall der reziprokalen sind. Sind z. B. a, i, t und ■', b', c' 
reziprokale Vektorentripel und ist if ein beliebiger Vektor, so ist 
nach Vorbemerkung f): 

(ii;b')(«i;») = b;1>, (• ; a') (6 ", »>) = usw., 
analog wie 

(i;i)(t;l.) = t;1>, (i;i)(i;1>) = usw. 

') Indem man voraohreibt, daß in </■ = * |Äj, »„, ttj ■ * {■, b, t) die 
Vektorentripel S^, S,, Q, und a, b, c reziprokal Bein «olien. 
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§ 31. Dyadentripel au$ reiiprokalen Vektoren. 



Dies legt die Frage oahe, was ans den im Torigen Paragraphen 
behandelten Dyadentripeln wird, wenn man in ihnen die Grund- 
vektorensysteme durch reziprokale Vektorensyeteme ersetzt. 

I. Idemfaktor. Der Eioheitstensor nimmt dann die Ge- 
stalt an: 

1= tt;ii'+i;i' + t;c' (1) 

und bleibt, wie die Gleichung aussagt, ein Einheitstensor. Denn 
wenn man das Dyadentripel mit einem beliebigen Vektor D multi- 
pliziert, erhält man nach Vorbemerkung d) wieder b. Selbstver- 
ständlich können in Gleichung (1) die gestrichenen mit den un- 
gestrichenen Buchstaben vertauscht werden. Man beachte, daß 
a, i, c in Gleichung (1) nicht komplanu', sonst aber Tollkommen 
willkürlich sind. Transformiert man also etwa / aof drei andere 
willkürlich gewählte Antezedenten r, f, g, indem man setzt: 
.= !,.+ !,f+ 1,9,1 

S = »,. + m,f + »i,|i,[ (2) 

c = n,.+ n,f+ «,j,J 
BO muß maii erhalten; 

I=.;e' + fir+|i;8', (3) 

was in der Tat der Fall ist. 

U. Diatensoren mit drei reellen Achsen. Verfährt man 
ebenso mit dem Tensor pi;t -(- gjji + r(;I, so erhält man: 

<P ^ pn;a' -^- qi •,!>'-}- rc;t'. (4) 

Dieses ist aber dann nicht ein Tensor, sondern ein Dia- 
tensor. Multipliziert man Gleichung (4) der Reihe nach mit «, 6, c, 
so erhält man leicht: 

0t=pa^ 0i =: qi, 0c = rc (5) 

ist also ein Faktor, welcher die drei Vektoren a, i, c ohne 
Richtungsänderung dehnt, d. h. *t> ist ein Diatensor mit drei 
reellen Achsen, welche in die Doppelrichtungen von •, i, c fallen. 
Dabei können •, 6, c beliebige Winkel miteinander bilden. Nur 
wenn sie senkrecht aufeinander stehen, ist O ein Tensor. Der 
Satz, daß die Antezedenten eines Dyadentripels frei gewählt werden 
können, yerliert aber für die Form (4) seine Gültigkeit; denn er 
gilt offenbar unter der Voraussetzung, daß die Konsequenten, 
nachdem die Antezedenten einmal gewählt sind, frei berechnet 
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§ 81. Dyad^ntripel av* reziprokaUn Vektoren. 



«erden kÖDnen, ohne an Torgeschriebeiie Bedingungen gebunden 
zu Bein. Hier liegt aber die Bedingung vor, daß die KonBequenteo 
zu den Antezedenten reziprokal sein sollen, nnd damit bort die 
freie Wäblbarkeit der Antezedenten auf; anders gewählte Ante- 
zedenten bedingen einen anderen DiatenBor. Man könnte ja auch 
sonst die Antezedenten eines beliebigen Diatensors rechtwinklig 
wählen, also jeden beliebigen Diatensor als Tensor darstellen. 

Wir untersuchen zunächst, was sich ergibt, wenn man einen 
der Antezedenten, etwa i, willkürlich durch einen neuen Vektor t 
ersetzt Wir setzen also an Stelle Ton ( einen Vektor e, der durch 
die Grleicbung bestimmt sei 

e = i« + m6 + «e, . : (6) 

und schreiben für die neuen Konsequenten, die dch dann ergeben, 
■i, e* und ci. Es ist zunächst das Parallelepiped 

(«et) = i(B0c)-|-m(ii6e) + n(iitc) = m{aU), 
da (iiac) und (acc) Null sind. Hiermit ist 



(7) 



_ [ig 4- wb + Bt,c] 
m (n ( c) 

~ wi(«ie) m' 
_ \»,ltt-\-m\i-\-nt\ _ 
7» (a 6 c) 
nnd daraus ergibt sich 



Ci = '^ 



m(a6c) 



Wl[Bi]-l-«[<tC] 

»»(■bc) 









(8) 



(9) 



<''■-»:■.',''■ = (9-!>)(^)«;'' + (3-'-)^<;ii'. .(10) 

Wird nun der Vektor e komplanar mit 6 und einem anderen 
Antezedenten, etwa t, gewählt, so ist J ^ 0. Die Differenz der 
vorstehenden Gleichung- reduziert sich also auf 

und dies wird offenbar Null, wenn r ^ g ist 
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§ 81. Dyadentripel aue reHpntkalen Vektoren. 



Das heißt, sind zwei der Achaenbeträge, etwa q und r, in 
Gleichung (4) einander gleich, so ändert sich der Diateosor nicht, 
wenn man an Stelle toq h einen beliebigen anderen mit i und c 
komplanaren Vektor einführt Ans Symmetriegründen gilt das 
gleiche ohne weiteres für c; man kann statt t einen beliebigen 
mit c und i komplanaren Vektor einführen, wenn g =^ r ist Dies 
ist der Satz des § 20, nach welchem man zwei gleiche Konsti- 
tuenten in ihrer Ebene beliebig drehen kann. Anscheinend liegt 
eine Erweiterung darin, daß man dem Vektor t einen beliebigen 
Betrag vorschreiben kann; diese Erweiterung ist jedoch nor schein- 
bar, da die Djade e;r' ihren Wert nicht ändert, wenn man c mit 
einem beliebigen Skalar multipliziert; e' wird dann ja mit dem- 
selben Skalar dividiert 

Die aus Gleichung (10) gezogene Folgerung gilt auch dann, 
wenn <P ein Tensor der Form pi;i + (/i;j + rl;l ist weil ja i, j, I 
mit sich selbst reziprokal sind. 

Die Form (4) stellt nach dem Vorigen einen Diatensor dar, 
der drei reelle Achsen p, q, r besitzt. Umgekehrt kann jeder Dia- 
tensor, der drei reelle Achsen hat, auf die Gestalt (4) gebracht 
werden. Man suche die Achsen auf, lege a, i, t in die Boppel- 
richtung derselben und setze p, q, r gleich den Beträgen der ge- 
gebenen oder errechneten Achsenbeträge; dann ist die Aufgab« 
gelöst Da (— n);( — a)' ^= a;n' usw., ist es dabei gleichgültig, 
ob man die eine oder die andere der beiden in jeder Doppel- 
richtung enthaltenen Richtungen für n usw. in Anspruch nimmt 
Hierin spricht sich auf dyadischem Gebiet die Tatsache aus, daß 
für den Diatensor nur Doppelrichtungen in Betracht kommen. 

III. Elliptische Versoren. Ersetzt man in dem Versor 
§80, Gleichung (12) die Grundvektoren durch reziprokale Vek- 
toren, so erhält man den Diatensor 

W = a;a' + cos<p{b;h' -lrt;t') + sin(p{t;i' — h\t'). . . (11) 
Multipliziert man V mit «, so erhält man 

'1^0 = B, . .(12) 

n ist also eine, und da keine andere vorbanden ist, die reelle Achse 
von ^. Außerdem läßt sich nach Analogie der Gleichung (13) 
des vorigen Paragraphen ^P ausdrucken als 

^= a;a' + cos ip(I—u;*') + sin q>[U, . ■ .(13) 



iflby Google 



160 § 81. Dyadenlripel attt reüprokaUn Vektoren. 

und diese immer noch allgemeine Form tod ^ ist nur insofern 
Ton tr und c abhängig, als der Wert von a' durch die Wahl von 
i und c bedingt vird. Da ergeben nun wieder die Gleichungen (8), 
daß n' nicht geändert wird, wenn man 6 und c innerhalb ihrer 
Ebene beliebig dreht. 

Wir können also von Tomhereiu festsetzen, daß li und c auf- 
einander (im allgemeinen aber nicht auf a) senkrecht stehen. Man 
kann dann 6 und c als Halbachsen einer Ellipse E ansehen, deren 
Gleichung in einem durch 6 und c gelegten System der ij, £ ist; 

S+g=' (") 

Wir nehmen femer einen Vektor b an, der bestimmt sei durch 

» = Äcosxi + csinxl, (15) 

wo i und t die Grundvektoren in i], g sind. Die Koordinaten des 
Endpunktes ron b sind dann bcos% und esin%, und da 
{hcosiy (csiniY _ 

h* "*" c» ~ ' '•^^-' 

gehört sein Endpunkt der Ellipse E an. Er macht nach Glei- 
chung (15) mit der Achse der jj den Winkel %. 

Multipliziert man nun diesen Vektor mit ^, so erhält man 
g*"» = icosffcosx -\- tcosfpsin%-\- tsinqicosx — bsJHqos/nxl ,,_, 

= bco8(9) + a;) + f«'»(v + x)i I 

d. h. der Vektor Wt liegt mit seinem Endpunkt auf der Ellipse E 
und ist zugleich gegen V um den Winkel 9; im Sinne von t} nach £ 
hin gedreht. Nach Gibbs heißt 'P „elliptischer Versor". 

Vektoren, deren Beträge größer oder kleiner als der Betrag 
des Vektors V von Gleichung (15) siud, können einfach als Multipla 
des entsprechenden n angesehen werden; ihre Endpunkte bewegen 
sich auf Ellipsen, welche der Ellipse E ähnlich sind. 

IV. Diatensoren mit einer reellen Achse. Eine nahe- 
liegende Verallgemeinerung der Gleichung (11) erhält man durch 
ZufüguDg Ton zwei Skalaren p und 9, indem man setzt: 

=j>«;«'-|- g cos qo (6; 6' + c;(')-|- gsmq>(c;b' — S;«*). . (18) 
Dieser Ausdruck läßt sich in drei Faktoren zerlegen: 
«• = (pB;B' + b;6' + c;t')(«;«' + gb;b' + gt;c') 1 
■ jii;a'-|- cosqD(6;6'+ e;t')-|- smfp{t\h' — l';(')}i/ 
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TOQ denen die beiden ersten auch zn einem Diatensor mit zwei 
gleichen reellen Achsen zusammengefaßt werden können. Die 
AnsfähruDg der Multiplikation ergibt die Richtigkeit der Behaup- 
tung. Von den drei Faktoren sind die beiden ersten bekannte 
Diatensoren, der dritte bewirkt die soeben behandelte elliptische 
Drehung. Es ist nun die Frage aufzuwerfen, welche Diatensoren 
sieb anf die Form (16) reduzieren lassen. Ein allgemeiner Dia- 
tensor sei gegeben in der diskriminierenden Form des § 57, Glei- 
chung (2): 

+ t,A-A + t,.v,f\ (20) 

wo er auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem bezogen ist, dessen 
a;-Äch8e mit seiner reellen Achse (bzw. mit einer seiner reellen 
Achsen) zusammenfällt. 

In diese Achse der x legen wir den Vektor i der Gleichung (18) 
und lassen die Vektoren i und c dieser Gleichung beliebig. Dann 
sind die drei Vektoren a, b, t bestimmt durch die Gleichungen 

= ai, 1 

i = h/x + b,i + b,t,\ (21) 

c = Cxi ~\- c^\ + c,t.\ 
Damit wird 

(aic) = a{byc, — b.c^) 
und ferner 





ib,c,-i.c,)i+{b,c.-b.c,n+(l>.c,- 


-b,c.)l 






a(i.c.-b,e.) 


' 




, 


,., (b.o.-h,c,)i:i + ib.c,-b,ö.)i;l. 






' 


b,c,-b,c. 




»' 


c,i-c,1 






1,11' 


b.e,i;i-b.ö,i;t + b,c,i;i-b,Cyi;1 + 


b-cUi-b. 


e,l;l 


b,c.-b.c 
_-b,i + b,l 

byC. — b.C^ ' 








_-':.b.i;i + c.b,i;l-':,b,i;i + c,b,i;t- 


-«.i.lll+C 


.M;i 
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Damit ergibt sich 

' * ' ' ' bgC, — b,Cy 

Femer wird der Zähler tod 
e;i' = CxC,i\i — c,CyV,1 + CyC,i-,i — c^i;t + c}t;i — c^c,t;l, 
i;c' = —hi.i;i + hiyi;t—hyb.V,i + f>^i\f — bit;i + byb.l;l, 
und hiermit 
Cii' — i-.t" = j ^—i— I (bsb^ + c,c,)i; j~ (A.6„ + c,c„)i;! 

byC, Ol C^ 1 • / > > \ V 1 l »/ 1 

+ ib,b. + cyc.)i-i-{by' + e^)i-,t + (b? + c.')tii-ib,b, + cyc.)t-,t). 

Sonach nimmt Gleichung (18) die Gestalt an: 
_ _ . , p{b,Ct-bxC,)+qcosip{bxCg-b,Ci)+qsinq>{b,bi+c,e^) . . 
^^*' " b„c.~b.c^ ^ *'' 

P ipxCy-byC:^ + q costp[byex-bxCy)-q sintpip^b^ + c^cCy) , ^ 

byC,— b,Cy ' 



iqcosq) + qsm^ 



+ C/ - . / . . bub, + CuC,\ 



,c.'b.cj^' 



(22) 



Es miieaen also, wenn Gleichung (20) anf (18) reduziert 
werden boU, die Faktoren der Gmnddyaden in (20) und (22) 
äbereiuBtimmen. Wir wollen die Gleichsetznng nicht in voller 
Allgemeinheit durchführen, greifen vielmehr nnr d.ie Faktoren von 
{;! und !;{ heraus. Diese ei^ben die Gleichungen 
by +c^ . 1 



aus deDen folgt: 



-b,Cy 

V'ci 
' b,r.-b,c, 



.(23) 



... irrrr--- <^*> 

Dies ist im Reellen nur möglich, wenn t^, und t,y entgegen- 
gesetzte Vorzeichen habfn, also folgt [vgl, § 67, Gleichung (6)]: 
Die Reduktion auf die Form (18) ist auch bei allgemeinster Wahl 
der Vektoren b und e nnr möglich für Diatensoren mit nur einer 

reellen Achse. Für diese ist sie aber offenbar allgemein möglich, 
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denn wir haben nur sieben Gleichungen für neon Unbekannte; 
man kann aleo zwei der letzteren noch willkürlich wählen and 
erMlt bei passender Wahl reelle Lösungen. Die wirkliche Reduk- 
tion wollen wir zunächst vomehmen an dem 

Spezialfall A. Es sei txy = tx, ■= 0; der gegebene Dia- 
tensor habe also die Gestalt 

f'^i 
L„ (,. 



dann müssen die Faktoren der Granddyaden i;i nnd i;t in Glei- 
chung (22) zu Null werden. Da diese sämtlich entweder bx oder Cx 
enthalten, kann man diese Bedingung schon erfällen, iodem man 
li nnd c in die y^^-Ebene legt, wo bx und Cx zu Null werden. 
Man kann aber noch weiter vereinfachen, indem man h in die 
j/- Achse und c in die ^-Achse verlegt, BO daß b, ^ c^ ^ und 
b = &j, c = et wird. Die Gleichungen lauten dann: 
p = txx, qcosp =t fgyA 

. b , ■ , \ ■ ■ -(25) 

nnd liefern die Losungen 

S ^ 'kK 'yt'iyt [ 






.(26) 



Von den beiden Beträgen b nnd c kann einer noch willküi'- 
lich gewählt werden. Hierin liegt aber keine Unbestimmtheit der 
elliptischen Drehung; denn da c mit h proportional ist, werden 
die sämtlichen Ellipsen E, welche man mit ihnen konstruieren 
kann, einander ähnlich, haben also die gleiche geometrische 
Wirkung. In dem gegebenen Spezialfall reduziert sich also die 
Gesamtbewegung auf erstens eine reine Defoi-mation mit den 
Konstituenteii p, q und q, und zweitens eine elliptische Drehung 
senkrecht zu p; die Hauptachsen der Ellipsen E liegen in den 
Achsen der y und b, nnd die Lage dieser Achsen ist bestimmt 
dnrch die Bedingnng, daß der gegebene Diatensor auf diejenige 
Form reduziert sein muß, in welcher d, ^ t^^ wird. 
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B. Der allgemeiDe Fall t^^ und t^. Bind Ton Null Ter- 
Bchifiden. Dann ergibt sich auf folgende Weise sehr einfach die 
Redaktion: Wir lassen die Koordinatenachsen nnd die drei Vek- 
toren a, b, c in derselben Lage Trie im Spezialfall Ä, haben also 
a = al, 6 = 6i, t = et, (27) 

b' = i, i' = p C = ' (28) 

Dem Ausdruck (18) setzen wir dann rersnchswei^e zwei Dyaden 
*;t' und a;c' zu, nachdem wir eine Ton ihnen mit einem un- 
bestimmten Skalar l multipliziert haben. Wir setzen also 
9 = pa;a' + qeosip{i;V -^- ftt") ~\'qsinip(t;i' — b;c')l 

Mit den Gleichungen (27) nnd (28) liefert das 

= pi;i-^ qco3>p(j;i+tit) + qsinipQt\l — -i]tj 

^h'i + O'f- 



.(29) 



. (80) 



Durch Gleichsetzung mit (20) findet sich 

P = txxt qcos^ = tgy, q sin <Pt := t,g,\ 
b . a . jf . I 



.(31) 



Die Lösungen sind dieselben wie iu Gleichnng (26) mit den 
Zusätzen 

a^Uyb, l = U.- (32) 

Es kann also hier wieder einer von den drei Beträgen a, b, e 
willkürlich gewählt werden und man erhält für willkürliches a 

Der Ausdruck (29) zerlegt sich in 
* = {past'-J- g cos y (6; J'-|-cie')-(-^ sin 9)(c;1p' — 6; t*)}! 

Der erste dieser . beiden Faktoren ist das bereits bekannte 
Produkt aus Tensor nnd elliptischem Versor. Der zweite ist zu 
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— ■ durch die einfachen Bucb- 
P P 
Stäben m nnd n, dann lantet er 

JE = o;n' + 6;b'+ c;e'-i-mi;b' + Bii;c', . . . .(35) 
wofür man anch kürzer Bchreiben kann: 

£ = I + ma;i' + nfi;^. (36) 

Ist ein Vektor t> kollinear mit a, also gleich ea, so wird er 
durch Multiplikation mit 2^ nicht geändert. Ein mit i kollinearer 
Vektor fh wird durch Multiplikation mit Z za fi -{- mf*. Sein 
Endpunkt wird alao in der Richtung der x um den Betrag mfa 
verschoben. Die Achse der y neigt sich demgemäß in der xy- 

Ebene am einen Winkel, dessen Tangente tHj- ist, und dasselbe 

tut jede ihr parallele Gerade der xtf-Ebene. Entsprechend rer- 
schiebt sich der Endpunkt eines mit c kollinearea Vektors gt in 
der :x-Riehtnng om ngt\ alle mit der «-Achse parallelen' Geraden 

derar^-Ebene neigen sich in ihr um den Winkel arctgn — Eine be> 

liebige Gerade, welche senkrecht auf der x-Achse steht und zu 
Anfang in der Ebene der beiden Geraden a; = p, *■ =; und x=:e, 
y = liegt, neigt sich in der ;r-Richtung so, daß sie auch nach 
der Bewegung mit beiden komplanar ist 

Hiemach ist £, wie schon durch die Bezeichnung angedeutet, 
ein Schieber nach der a;-Richtung. In der Tat ist S identisch 
mit dem bereits bekannten Schieber in enueadischer Form 
fl t:,y t^. 

1. 

Auch hier ist zu bemerken: Die Eindeutigkeit der Schiebung 
wird dadurch, daß man einen der drei Beträge a, b, c frei wählen 
kann, nicht beeinträchtigt Denn die Maßzahlen f und g sind 
umgekehrt proportional mit den für die Messung zugrunde ge- 
legten Einheiten b und c, also, da auch a proportional mit b und c 
ist, hat das Produkt (mf-lrng)a für alle Beträge Ton a den 
gleichen Wert. 

Es ist von Interesw, die einraobtte Form festzustellen, 
nBche Gleichung für dea Diateneor mit einer reellen 
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Acli»a annehmen knun. Mit § 57, Glaiohnng (3), und mit den Gleiobnngeu (31) 
diuei Paragraphen ergibt sieh 

Sj = p + 2 3 CO» y, 5ji = 3* -|- 2p 5 «w y, Sg = jf a^- 
Damit wird die Hamiltoniobe Gleichung 

Enttpreoheud dem umstände, daß die eine Wurzel t^ = p schon be- 
k&nnt iit, I&Bt aioh du Poljnom dieier Gleiohang durch t^ — p dividieren 
und man erhält 

(t|-p)C'|-2?«»g>(j + 3*) = 0. (37) 

Wegen der bekannten InTarianzverhältniBse gilt dieser Anedruclt für 
die Diateneoren mit einer redien Achse, einerlei, in welcher Form sie ge- 
geben rind , wobei aber den GröOen p , q nnd qi immer die Bedeotnng bei- 
zolegen iit, welche rie in den obigen Gleichungen haben. 

V. DiateDBoren mit zwei gleicKen reellen Achsen. 
Diese sind Dach § 57 dadurch charakterisiert, daß für sie ent- 
weder t^, = oder t,y =: ist. Wir setzen i„, = und nehmen 
außerdem zunächst an, es sei auch i^^ ^ U, = 0. Dann ist also 
für die Reduktion gegeben der Diatensor 
f(.« 

t^y (38) 

*.„ ty«. 

Die Reduktion ergibt eich einfach, wenn man die bisherige 
Lage des Koordinatensystems beibehält, in Gleichung (16) 9) =^ 
setzt .und außerdem eine Dyade c;tp' zufügt. Wir setzen also 

=pa;a' + q{b;i'+t;t')+c;b' (39) 

Mit den Gleichungen (27) und (28) wird daraus 

«> = pi;i+s(iij + i-,i) + ^iii, (*o) 

und es ei^ibt sich sofort 

p = (,„ , = (,„ | = /„ (41) 

(Will man nicht ty,, soiidem t,g gleich Null nehmen, so hat 
man b;t' statt t]b' zuzusetzen und erhält ebenso einfach p = t^xt 

q = iyy, - ^ t„,.) Der Ausdruck (38) zerlegt eich in die beiden 

Faktoren 
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Der zweite Toa dieeeii ist sofort als einfacher Schieber kennt- 
Itch, welcher die xz-Ebese in Ruhe läßt nod allen mit ihr par- 
allelen Ebenen y = eb eine Schiebung vom Betrage -c in der 
2- Richtung erteilt (Ist i,y ^ 0, ty, ^ -, so erhält man eine ent- 
sprechende Schiebnng in der jf^Kichtnng.) 

Läßt man nun die Bedingung (j,„ = t^, ^ fallen, ao ergibt 
eich auf demselben Wege die Lösung: 

*={pB;a'+.2(6;6' + r;r')}-(^ + ^«;f''+j«;c' + ^e;fc').(43) 

Der zweite Faktor ist offenbar identisch mit dem allgemeinen 
Schieber von § 67, Gleichung (9). 

Der Diatensor mit zwei gleichen reellen Achsen zerlegt sich 
also ganz wie. in §57 in Tensor und allgemeinen Schieber. Das 
DeformatioQsellipBoid des Tensors ist ein UmdrehnngseUipBoid; 
seine ungleiche Achse fällt in die ungleiche Achse des Diatensora. 

Anmorkung 2. E« lie^ auf der Hand, daJl die Reduktioiieii nooh 
variiert werden künnen, and zwar in reichhaltiger Weiae, weil die der 
Reduktion EOgT^mde liegenden Qleiohimgen in allgemeinater Qeatalt rar vollen 
Bestimmung sämtlicher Unbekannten nicht anireichen. So könnte man i. B^ 
falls t Dud t^, nicht Null sind, die entipreohenden Schieber dadurch nber- 
flnesif; machen, daß man der Achse der x eine andere Lage gibt. Bei Gibbi- 
Wilaon ist eine mehr geometriBohe Methode bevorEugt, welche die Haimig' 
falttgkeit dieieT Möglichkeiten nioht hervortreten läBt; daher kommt es, daß 
die vorstehenden Darstellnngen zwar auf dieselben Ornndformen fähren, wie 
bei Gibbs-Wilson, aber im einzelnen Abweichnngen zeigen. Die vor- 
stehenden Redaktionen stad hier bevorzugt, weil sie die einfachsten Voratel- 
Inngen von der Lage der benntzten Koordinatensysteme geben. 

82. Einteilung der Transfomiafionen. 

Die Einfühmng der reziprokalen VektorensjBteme läßt, worauf 
in § 57 hingewiesen wurde, den Unterschied zwischen dreiachsigen 
und einachsigen Diatensoren schärfer hervortreten als die bloße 
Benutzung der Grundvektoren. Der einachsige Diatensor ist hier 
dadurch charakterisiert, dsiß als einer seiner Faktoren der ellip- 
tische Versor auftritt 

Im übrigen ergibt sich auf Grund der dyadischen Formen 
dieselbe Einteilung der möglichen Raumtransformationen, welche 
in § 58 gegeben wurde. 
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ADinerknDg. Die bei Gibba-Wilson gegebene Einteilung rtütst sieh 
ftuHohließlioh auf die Hamilton-CBylejBche Gleichang; da hinter ihr die 
groHe Aatorität von Gibbi steht, mag aie hier kurz richtiggeatellt werden. 

Die Hamilton-Cftyley iche Gleichung lautet, vollständig homogen ge- 
aohrieben (rgl. §ttO): 

*»_g,*Si-|-Sji*/» — Sj/» = 0. 

Eh seien nun p, q, r irgend drei Beträge, dann sind folgende Pttlle möglich. 

Hauptfall I. Die Gleichung hat drei reelle Wuraelu, von denen -wir 
zonaoliBt Toraussetzen . daß sie alle von / verschieden sind. Sie kann dann 
folgende Formen haben: 

Unterfall a): 

(*_pi)(^._g/){0_r/) = 0. 

Debnang nach drei vertohiedenen Richtungen; stehen dieselben senk- 
recht anfeinander, so ist eine reine Deformation geg^eben. 

Unterfall b): 

(* — p /) (0 — g /)' = 0. 

Diatensor mit zwei gleichen Achsen; ersetzbar durch Tensor und Schie- 
bung. Stehen die Achsen aufeinander senkrecht, so ist wieder eine reine 
Deformation gegeben, deren Ellipsoide Rotationskörper sind. 

ünterfall o): 

(</._p/)B — 0. 

Reine Deformation, wobei der deformierte Raum dem ursprünglich ge- 
gegebenen ähnlich ist. 

Hauptfall IL Die Gleichnng hat nur eine reelle Lösong: 
(•/>— j) /)(*» — 23«)» (P*/+gä/") = 0. 

Dehnung nach einer Richtang, kombiniert mit elliptiscber Drehung, 
deren Ebene senkrecht anf der Dehnnngsrichtung steht, und im allgemeinen 
mit einer Schiebuiig. 

Spezialfälle ergeben sich dadaroh, daO im Einzelfalle I als Lösung auf* 
treten kann. 

Zu Hauptfall L 

Spezialfall 1: (0_/)(*_gi)(*_r /) ~ 0. 

Spezialfall 2: (*_;)a{* — r/) = 0. 

' Im enrtenr Fall ergibt sieb, soweit nor die-Hamilton-Cayleysehe Glei- 
chnng in Betracht kommt, die Dehnung nach zwei lUchtungen, im zweiten 
diejenige nach einer Richtung. 

Spezialisiert man nun noch weiter, indem man im Spezialfall 2 auch r 
zu Eins werden läQt, ao tritt die Insuffizienz der Hamilton-CajleyBohen 
Gleichung deutlich hervor. Der Spezialfall 2 nmfaßt nämlich sowohl dea 
mit einem Tensor kombinierten Schieber 

fl & c 

TZ = {0 1 



-{» 
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Setzt man non r = 1, «0 erh&lt maii ana dem Speiialfoll 3; 

(* — /)» = 0, 

d. L man erhält nur den EinheititenBor, wUiread der Schieber nicht zum 

Ausdruck kommt. Man muß also auch hier auf die diskTtminierende Form 

des Diatenaors sarOckgreifen, und dann erhilt man die Ergebniaae von § 58. 



DpiUee Kapitel: Hinweise auf Begrifi&erweiterungen. 

S3. Pseudoskalare Diatensoren, 

Die Vektoren teilen sich bekanntlich in polare (Typns Ver- 
schiebung), die ihr Vorzeichen wechBeln, wenn man die Eichtong 
der drei KoordinateDachsen umkehrt, nnd axiale (Typne Drehung 
bzw. eine durch Umlauf eines Pnnktes beschriebene Fläche), deren 
Vorzeichen durch Umkehrung der Koordinatenachsen nicht ge- 
ändert wird. 

Bisher wurde Torausgesetzt, daß die Glieder der betrachteten 
Diatensoren reine Skalare seien, deren Vorzeichen von der Lage 
irgend eines Koordinatensystems unabhängig sind. Solange dies 
der Fall ist, ändert die Multiplikation eines Vektors b mit dem 
Diatensor d> offenbar den Charakter Ton t> nicht; ein polares b 
bleibt polar, ein axiales bleibt axial. 

Man kann nun, ohne im übrigen an den bisherigen Ent- 
vickelungeu etwas Wesentliches zu ändern, diese Voraussetzung 
dahin erweitern, daß die Diatensorglieder auch pseudoskalar sein 
dürfen, d. b. daß zwar für sie keine Richtung in Betracht kommt, 
daß sie aber bei Umkehrung des Koordinatensystems ihr Vor- 
zeichen ändern. Multipliziert man dann einen polaren Vektor 
mit einem Diatensor d>, so erhält das Diatensorvektorprodukt <I>V 
offenbar die Eigenschaft, daß sein Vorzeichen sich nicht mehr 
ändert, wenn die Koordinatenachsen umgekehrt werden; O macht 
aus dem polaren Vektor einen axialen. Offenbar wird entsprechend 
durch Multiplikation mit (^ aus dem axialen Vektor ein polarer. 

Es ist zu beachten, daß das letztere nur gilt, wenn das axiale V 
direkt mit dem pseudoskalaren Diatensor 9> multipliziert wird. 
Sind dagegen in einem Raum polare Vektoren b und axiale vek- 
torielle Kombinationen u dieser Vektoren gegeben, und transfor- 
miert man den ganzen Kaum mit dem pseudoskalaren Tensor <P, 
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160 § 84. Botoritche Dyadm. 

Bo tritt der in § 38 aufgestellte Satz in Geltung: Währecd die b 
mit ^ multipliziert werden, also ihren Charakter ändern nud 
axial werden, multipliziereD sich die u mit 4>j; 0^ besteht aber 
aas lauter paarigen Gliedern, wie i^yt,, usw., d. h. <I>, ist rein 
skalar, auch wenn ^ pseudoskalar ist; die Vektoren u wechseln 
demnacb bei der Tiansfonuation ihren Charakter nicht. 

84. Janmanns roforische Dyaden. 

Analog den für die skalare Dyade S;t gegebenen Definitions- 
gleicbungen 

(«;a)ii = M(BUX b(a;o) = (öa)« . . . . (1) 
bat Jaumann eine Dyade deSniert, die er „rotorische" Dyade 
nennt, und die, wenn sie aus den beiden Vektoren Ä und a zu- 
sammengesetzt wird, zu bezeichnen ist durch 9t ^ ■<■ Dieselbe wird 
definiert durch die Gleichungen 

(«x«)i. = [a[iiü]], ö(axa) = [[»«]«], . . .(2) 
wo die eckigen Klammem in bekannter Weise das Tektoiielle 
Produkt aus den eingeschlossenen Vektoren bezeichnen. Da das 
vektorielle Produkt dieselben additiven nnd distributiven Eigen- 
schaften- hat wie das skalare, leuchtet ein, daß die rotorische 
Dyade die gleichen additiven Eigenschaften besitzt wie die skalare. 
Man kann also analog, wie das bei skalaren Dyaden geschieht, 
ein „rotorisches Dyadentripel" bilden. 

Es ist nun nach. einem bekannten Sats der Vektorentheorie 

[a[«»]] = •(«>.)-»(«.), (3) 

also 

(«xfl)u = (B;a)ö— (a«)» = (a;a),ö-(ao)t). . .(*) 

Setzt man nun ein rotorisches Dyadentripel Sl aus drei Dyaden 
%>^ti, 9^6 und Cxc zusammen, so daß 

ß = a«ii + »fli + e>=e, (5) 

und multipliziert es nach Gleichung (4) mit einem Vektor B, so 
erhält man 

Ä» = (a;a + »;6 + «;(),»— («n + 9b -(- ©t)». . . (6) 
Setzt man also a;a 4- Ö;tp -(-ß;c = <P, so lautet die vor- 
stehende Gleichung: 

ßB = *,i,— Sl» (7) 

wo S, wie bisher den ersten Skalar von * bezeichnet. 
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§ 84. Butorische Dyadm. 



Das Produkt — S, » kann man aber als Tenaorvektorprodukt 

ISi 
S, .» 
S. 
darBtellen und kann es in dieser Gestalt zu dem Diatensorrflktor- 
produkt Oc^t addieren. So erhält man 

I (*■ " 

a» = »._ { s, I », (8) 

\ 



Si (9) 

s,. 

Ist demnach daa skalare Djadeotripel 9 in Nonionform oder 
in enneadiscber Form dargestellt durch 

((.. (., <.. 
',. ',. ',. ■ ■ ■ (10) 
ti. »., <.., 
so läßt sich das entsprechende rotorisohe Dya^entripel Si dar- 
stellen darcb 

(-((„ + („) („ (,. 

axo-(-8«i + 8«t = ! i., -(i„+i„) t„ (u) 
"■| t„ t,. -((„+(„). 

Angesichts dieser restloBen Reduktion auf einen ekalaren 
Diatensor scheint dem rotorischen Dya,dentripel keine besondere 
Bedeutung für die Raumtransformation ?:iizukonmien. Sein Wert 
muß sich ausweisen, wenn es sich um die Frage handelt, ob eine 
physikalische Eigenschaft bzw. Vektorenkombination sich einfacher 
und naturgemäßer durch skalare oder durch rotorische Diaten- 
soren darstellen läßt. 
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Anhang. 
Analytische Behandlung der einfachen Schiebung. 



A. EinfOhniiig. 

Die DiatenBoren aind — von anderen Terweadangeu abgesehen — du 
uatargemäSe Mittel zur analjl^isclieii Behandlung der deformativen Be- 
w^nugen. Als Beiapiel mögen hier einige Hauptsätze über die Einematik 
der einfachen Sohiebnng behandelt werden. Mau vergleiche dazu Thomson 
und Tait (als T. & T. zitiert), Theoretische Physik, §171 ff. 

Vorab Bei bemerkt, daB im folgenden alle zn multiplizierenden Vek- 
toren S als Fostfaktoren gedacht sind. 

Ersetzt man im EinheitBtensor eines der Seitenglieder d.uroh eine 
endliche Zahl a, so hat man einen einfachen Schieber. Der „Schiebungs- 
Parameter" a kann an jeder Stelle stehen, wo im Einheititeosor eine Null 
steht; wie bereits bemerkt, bestimmt die Zeile, in welcher er sich befindet, 
die Richtung der Schiebung, die Kolonne bestimmt, welche Ebene in Ruhe 
bleibt. 

Wir legen ihn in die erste Zeile und dritte Kolonne, schreiben also 
(1 a 

J = }0 1 =I+ot;I (1) 

|o 1 
a mau eine reine Zahl sein, da der Schieber sonst nicht homogen wäre; 
demgemäß erscheinen die Schiebungsparameter in § 57 usw. stets als 
Quotienten zweier Großen von gleicher Dimension. Wir setzen ferner fest, 
daß a positiv sein aoU ; ist a negativ , so kehrt sich einfach die Richtung 
der Schiebung um, ohne daß im übrigea an den geometrischen Verhältnissen 
etwas geändert wird. Die Schiebung sei auf einen Transformationsmittel- 
punkt und ein durch ihn gelegtes Koordinateneystem der x, y, i bezogen, 
in welchem letzteren der Schieber die Gestalt (1) habe. 

Ist ■ ein von aus gezogener Fahratrahl und ni das Produkt .SD, so ist 
U =K + a«.)i + i»^i-Fo,I. (2) 

Der Endpunkt von S wird also in der ir-Richtung um das «fache 
seines Abs tandes von der xy- Ebene verschoben. Die x y -Ebene bleibt 
danach in Ruhe, sie ist die „Nnllebene" (T. & T.) der Schiebung; jede mit 
ihr parallele Ebene wird in sich selbst in der j;- Richtung um den Betrag ar, 
verschoben. In der a:5-Ebene erleidet jede mit der x-Ächse parallele Gerade 
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^n^n^.- Einfache Schiel 



die entsprachende Verecbiebnng. Die ^-Achte und mit ihr die y«-Ebena 
wird um den Winkel arctga geneigt. Jede ihr par&llele Ebene deBgleiohen. 
a bedeutet den Betrag der Schiebimg fär den Abstand Eins and heifit 
nach T. A T. die Grolle der Schieboug. 

B. Du Defonnatiomelllpsold. 

Das Deform ationseUipsoid ist tu ermittein. Da der in die j/-Aahie 
fallende Radin« der EinbeitBkugel imveröndert bleibt, genügt es offenbar, 
den ächuitt des EUipsoids mit der ^x-Ebene eq nntersachen. In ihr bilden 
die Endpunkte der Einheitarektoren einen Kreis, der die Gleichnng erfüllt: 

•.'+•,' = 1 (») 

Nach der Sobiebang ist 

also vird ans (3) 

v>^ + {l+a^w^ — 2au!^w, = l (4) 

Wir führen nun ein neues Koordinatensystem der £, C ein, desBen 
£- Achse mit x den Winkel ^ maohL Es ist dann 
w, = tcccos g) — vir sin gi, \ 

. . ' \ (5) 

Damit wird (4) 

W{* (1 + o* sin* (p — 2 a cos 95 s«« fp) -|- w;* (1 + "' <">«* 91 + 2 a cos ff «» (c) ( 
+ u7jMi;(2a'c(M9i«iB9; — 2a(cos»(c — »t'n* j))) = 1. J 

Soll also eine Hauptachse der Deformationsellipse in £ fallen, to ist ihre 
Lage bastimmt durch die Bedingung 

2a>cosfl.s»nfP = 2 a (cos* y — sin* 40), 

(OBJ? 2 (P = -|- - (7) 

Die Konstruktion von ip liegt danach auf der Hand. Für a =^ wird 
y = — , für a = ca wird j; ^= 0, dabei ist -=^ stets negativ, der Winkel ^ 
liegt also stets zwischen und 45**. 
Ans (7) folgt 

cosay — - + i ^ ^.^, 

(a) 



, _ 1 « 1/ 1 I 



cosg)»t 



-\-i 



Die Torseichen sind dadurch bestimmt, dal) nach Gleichung (7) cos f'>sirt<p 
und beide > sein müssen. Damit wird Gleichung (6) 

■•s'('+T-fV^''+*)+"!'('+T + ¥'^'+*) = "- ■ ■ <»> 
11* 
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IM ÄTihang: Einfache Sduebmtg. 

Die Koeffizienten von w^ und w^ haben die leicht zn verifizierenda 
Eigenaoliaft, daß ilir Produkt ^ 1 iit. AnJlerdem lind sie genaae Qumdrate, 
■o daß die Torotehende Qleichang geschrieben werden kann 



..+4; + (- 



Hier sind die Torzeichen dadurch beitinunt, dafi die Halbachsen Äbeolut- 
werte, also >0 sind. 

Die groQe Haihachse der Ellipse ist bei T. & T. mit « beieiahnet. , Die 

kleinere ist dann — • Offenbar ist a ^ a, also kann die GröSe der 

Schiebung auch durch a angegeben werden. 

T. & T. haben für die beiden Hauptachsen der EUipse den Namen 
„Hauptachsen der Schiebang' eingeführt, a ist der Koeffizient der 

maximalen Elongation, — derjenige der stirketeu Verkürzung. Die Einheit, 
also dia dritte Achs«, welche in die Achse der y, i) Kllt, ist die mittlere 
Proportionale zwischen beiden. 

C Me Drehimgsbeträ^ der änzelnen Vektoren. 

Irgend ein Vektor e in der ie«- Ebene hat anfänglich die Komponenten 
Vgl und v,t; nach der Schiebung sind dieselben (.'i>^-\-av^)i und v,t Torher 

macht er mit den Achsen der x und der z die Kotinns — und — , nachher 

V + av, V 

und — , also wird er gedreht um einen Winkel o>, wenn 



Hierans berechnet sich leicht 

Mnüi = —^ (12) 

Die Drehung erfolgt in positiver Kichtung von z nach x hin ; daduroh 
ist das Vorzeichen von sin lo begründet. 

In den vorstehenden Formeln sind die Drehnngswinkel dnrch die 
Komponenten der Anfangslage ausgedrückt. Will man sie doroh die Kom- 
ponenten der Endl^^ ansdrücken, so hat man ic^ und w, statt v^ und v^ 
einzuführen. Mit v^ ^ w^ — am, nnd v, = uj, erhält man 



Es ist von Interesse, die Drehung desjenigen Vektors U, festzustellen, 
der nach der Schiebung die grofie Achse der Ellii>se bildet. Zu dem Ende 
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Anhang: Einfache Schi^ung. 



— oioj aij(co»* fp — m» 91), 

Für die groSe Aolue der EUipse wird wj = 0, also, wenn 
tmSende Winkel mit 01 beEeiclmet wird, 



Ana dem Vergleich mit Oleiehang (7) ergibt aioh 

fang ot^ = cot 2 V, "• — "ö — ^ ^- (^"^ 

Fig. 3 gibt eine VorBtellang davon, wie die Ellipm durch die Bchiebnog 
der EreiBpDnkte Eoitand« kommt, and Engleioh durch die Lage der Winkel g> 




nnd u, die einfache Konstruktion für die GröOe von <o^. Punkt 1 liegt 
nach der Sohiebung im Endpunkt 2 der groBen Achse der Ellipse. 

Den Radius Ol der Fig. 3 wollen wir den „bevoriingteii Radius" 
nennen. Er liegt symmetrisch in £ iu bezag auf die Halbierungslinie des 
Winkels xOz. 

Zwei Radien der Einheitskugel bleiben an Größe unverändert; sind 
v^ und V, ihre Komponenten, so ist die Bedingung dafür offenbar 



(.. +«..)'+.,• = 



■ab, Google 



Anhang: Einfache Schiebung. 



Die OlfliclLimg liefert erstens die Löinng v, = 0, d. h. einer der unveränder- 
lichen Rkdien fällt in die x-Aohse, wie es Bein maß. Die zweite Löauug igt 



Nach der Sebiebiuig wird duan* 

!^ — "' _ ^ 

In der Anfangslage steht der betrachtete Radios also aenkreoht aaf 
einer Gteraden, welche mit der Achse der x den Winkel arctg-^ oder m, 
macht. In der Endlage macht er mit der Achee der x den Winkel 3 ip, und 
mit der ^-Achse den Winkel u^, d. h. er liegt, wie es sein muQ, symmatrisoh 
■ur a;-Achse in bezng auf die große Achse Q\. Hier ist er der Radius 03 
der Fig. S. Die beiden onTeränderlichen Radien nnd die Parallelen zu ihnen 
in der x^'Ebene sind die Spuren der KreiBtchnitte des DeformatiousellipBoids 
in der x^-Ebene. Alle mit ihnen parallelen Tektoren teilen die Eigenacliaft, 
daß ihre Betrage durch die betrachtete einfache Schiebung nicht geändert 
werden. 

D. Transformation des Sdüebers. 

Die Fig. S läßt deuUioh erkennen, daß die seitliche Operation der 
Schiebung, wie es §66 verlangt, ersetzt werden kann durch eine Drehung 
und eine reine Deformation: Abu drehe die gan^ Einheitekagel nm die 
Achse der y und um einen solchen Betrag ni,, daß der bevorzugte Radius Ol 
in die Richtmig 2 wandert, und bringe dann eine reine Deformation au, 
welche in der Richtung 03 den Eonstitaenten a, senkrecht dazu — beritzt. 

Dieses Ergebnis läßt sich nun durch rein teneorielle Erwägungen recht 
einfach erhalten. Traniforniiert man 1 auf ein beliebiges reohtwinkl%e8 
Koordinatensystem der £, i;, f nach dem Winkelschema und den Gleichungen 
des § 18, so sind die Produkte ij t^^ "f~ "^ 'lu + "^a 'm °™' ■ "slohe in den 
dortigen Gleichungen auftreten, der Reihe nach: 

"i + «»'». »■». ''s- 
Der traneformierte Schieber stellt sich also im System der l, i, l dar als 
das Produkt 

^ = \f\l't^'»■\ h ''s »'s ■ ■ ■ (1^) 

Fassen wir den vorangehenden Tersor als Repräieutauten einer Drehung 
vom Winkelbetrage m um die Achse der y auf, so wird 
Ä, = pj = cosiu, fi, = l, i, = — ,-1 = sin»i, aj = ^i =;<s = f, = 0. 
und wenn man nun diese Werte auch in den zweiten Faktor von Gleichung (16) 
einsetzt, erhält man 
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AtAang: Einfache Schiebung. 



Der zweite Faktor wird e 



ta«?" = -2. ■ ■ ■ (19) 

ist. Man liat dann 

' . (19) 



und der Tensor nimmt die vereinfaclite Form an 

3 
— MS et sin 0) 

* 1 (20) 

in w cos <a. 

Die Zerlegnng von X in Tensor and 7eraor ist damit aoBgefohrt. Die 
drei Skalare von T sind unter Berüokaiohtigiing der Qleiohnug (19): 



>so,+i = i+y^+i. 



fi + i , «» + 2 



■»+4 . a° + 4 



Sg = ?^±-?cos»o. — «näft. = ??iico*a«, — 1 = 1. 
Damit wird die Hamiltoneohe Gleichang tou 7 

(/ -(1 + y^iM^) (/ + (V^H^+ 1) (j - 1 = , 

und nach Division mit t^ — 1 

t! = ^y^+i±^'^-i = +^+^y!f+i ■ ■ .(21) 

in (Übereinstimmung mit Gleichung (10). 

B. KombinaHon von Schiebung mit RflckwSrlsdreliui^. 

Nach dem Obigen wird ii^nd ein Yektor D durch die Sohiebang um 
den Winkel tu gedreht. Man kann diese Drehaog räokgftngig machen, indem 
man den Schieber mit einem distalen Versar multipliziert, der um den 
Winkel — <o dreht. Die Gesamtoperation von Schiebung nnd Rückwärts- 
drehnng wird also ausgedrückt dnrch das Produkt 
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Atthang: Einfache Schkbtmg. 



CM w acoi Ol 



Im allgemeinen liefert kbo die Kombination toq Schiebnng nnd naeb- 

folgfender Rflokwärtsdrehnng einea beliebig' aDBgewäbIl«ii Vektori einen Dia- 
tenBor. Derselbe wird znm Tensor, wenn 



tangm ^ — , 



■ (23) 



£b ergibt sioh lonaoh: Wendet man die Sohiebnng nnd RücliwäitH- 
drebung auf einen beliebigen Badiui der Einbeitsfcugel an, so orbält man 
im allgemeinen niobt eine reine Deformation, Boudem eine DefoTmation mit 
Drehung ; eine reine Deformation erfolgt dann and nur dann, veno man die 
Rüokwärtidrehnng bo anaführt, daß der bevorzugte Radius in Beine nraprüng- 
liohe Lage zurückkehrt. Der Hergang iit auch geometriBoh leicht zn über- 
sehen ; Der bevorzugte Radius wird durch die Schiebung zur grollen Halb- 
achae des Deformationeellipsoide, und wenn man nun diese in die bevorzugte 
Richtung zurückdreht, so dreht sich das ganze EUipsoid mit und es bleibt 
die reine Deformation, deren große Achse in die bevorzi^fte Doppel- 
richtung fällt. 

Darob TollBtftadige EUmination von in ergibt Bioh für diesen Fall 




Dieser Tensor hat noch eine bemerkenswerte Eigenschatt. Erhebt n 
in« Quadrat, so erhält man 



(X1)^ = {0 



Hier iet die rechte Seite das genaue Produkt i 
(Reibenfolge nicht Terwecbselbar I). 



: einfachen Schieber 



1 lO 1, 

Das heiSt: Erteilt man einem Körper erat eine einfache Schiebung in der 
x-Ricbtnng, parallel zur lÄ-Ebeno, und dann eine zweite einfaohe Schiebung 
von gleicher Größe in der e-Ricbtung, parallel der y^-Ebene, so ist das 
Ergebnis eine reine Deformation mit den Elongationskoeffizienten a^ und 

—j, deren große Acbse in die Doppelrichtong des bevorzugten Badius des 
proximalen Schiebers fällt. 
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Anhang: Einfache Schiebung. 



P. KombinaHon von Schieber nnd Teuor. 

Im TOrigau wurde gezeigt, dafi die Kombination von Schiebung und 
Versor einen Tenaor liefern kum; es iit die Frage anfznwerfea, ob um- 
gekehrt die Kombination von Schiebung nnd TeneoT einen Veraor liefern 
kann. Dabei ist offenbar vorauBzusehen, dafi die einfaohBtea Ergebnisse 
erhalten werden, wenn zwei Hauptaehsen dee TenBors in die xz-Ebene 
fallen. Wir beBchränken uns auf dieBen Fall nnd wählen einen Tenaor Ton 



der Geitalt 



Steht znnaohat Z all Pr&faktor, i 



\P Ä 

^0 10 

U r 

-1 (I fp g 

1 . |o 1 

1 Is ö r 



Soll das Produkt e 



I wird 



n die Bedingougen erfüllt a 



alBO das Ergebnia : 




Nennen wir den Teneor auf der linken Seite von (26) kurz T , den 
von (27) Tj, Bo ergibt siah: Man kann einen Teraor Bowohl ans proximalem 

Schieber und distalem Tensor, wie ans proximalem Tenaor und distalem 
Schieber zusammensetzen. Wählt man den Tenaor so, dafi eine seiner Achsen 
mit dem Wert 1 in die «/-Richtung fUlt, so ist das in jedem der beiden 
Falle nur auf eine Art möglich. Das Ergebnis der Operation iat va beiden 
Fällen dasselbe, eine Drehung' um den Winkel ai = areig— von n nach x 

hin ; das ist derselbe DrehnngBwinkel, den die bevorzugte Bichtung bei der 
Sohiebnng erleidet. Der Tensor ist verschieden zu wählen, je nachdem die 
Schiebung zeitlieh vorangeht oder nachfolgt, r hat in der eratsn Zeile and 
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170 Anhang: Einfache Schi^mng. 

Eoloune dieaelbeD Glieder wie Tg in der letEten und nmgekehrt, d. h. in den 
beiden in Fr^e kommenden Teuaoreu Bind die Beziehungen zur x- und zur 
^-Riehtang miteinander vertauBeht; ihre iirofien Achsen li^en symmetriBCtt 
zu der Geraden, welche den Winkel zwiBehen der x- und der «-Auhae 
halbiert Ihre Hamiltonsche Gleiohnng iBt in beiden Fällen 

tj* - a + K^H=i) (s* + 2 v;:h=t <j - vhh=i = 

mit den Ii6snngen 

'1=1. '!=-|- + |l'=M^ = -l-, (i=|+-iV3 + J = .. (28) 

Das Defonnationiellipsoid für T nud T^ hat alBO in beiden Fltllen die Form 
des DefoTmationrollipaoidea , welche dem Schieber zukommt, aber ofienfaar 
mit reziproken Achsenwerten : Geht die Schiebung zeithch voran, so dreht 
sie den bevorzugten Radius (vgl. Fig. 3) in die Richtung der { und Tertängert 

ihn im Verhaltnii or : 1 ; der Tensor T fällt mit dem Aohtenwert — in die 

Richtung der £, bebt aUo die Terl&ngerung auf, und es bleibt die reine 
Drehung um w. Geht die reine Deformation voran, so fällt ihre grolle Achse 
in die Richtni^ f , der Fig. 3, welche mit der Achse der i den Winkel (f 
macht, also in die bevorzugte Richtung ; die Schiebung verkürzt diese im 

Verhältnis — : 1 und dreht zugleich den Körper nm den Winkel oi; da 
tu ^ -^ — 2<p, fällt der bevorzugte Radius OE^ uaoh der Operation in 0$. 

Q. Kombination von Schieber und Schieber. 

Um einen kurzen Ausdruck zu baben, wollen wir die Form (aucb wenn 
sie enneadisoh gefaßt ist) 

S=. i + am;n (29) 

(nt = i, i oder I, « = 1,1 oder !, k % n) 
die typische Form des Schiebers nennen. Wir betrachten zwei einfache 
Schieber, die in dem gleichen Eoordinateneyttem die typische Form haben, 
deren Schiebungen also gleichgerichtet sind oder senkrecht aufeinander stetien 
Multipliziert man zwei derselben, .£, = /-|-iini;R und J^ ^ I-\-bpm 
miteinander, so erhält man 

S,JS,= l-\-am;n+bp;n + ab(m;»)(p;n) (30) 

Hiernacb zerfallen die Produkte zunächst formal in zwei Klassen: 

1. Solche, für welche 11 ^ip ist; bei ihnen ist der Faktor{«;n)(p;q) — 0, 
die Multiplikation wird also vollzogen, indem man einfach die entsprechenden 
Seitenglieder der enneadischen Form addiert, z. B. : 

6 (10 a-\-b 

= iO 1 



ri „ ji 

]0 1 ■ <0 

lo 1 lo 

ri a ri 

{0 1 ■ ib 

lo 1 lo 
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Anhartg: Einfache Sthi^nmg. 171 

Die Rsihenfolge der Faktoren ist gleiohgültig. 

Aus der ersten dieser GleioliuDgeii folgt nebenbei, nenn n ein Ex- 
ponent ist: 

{l + am;»r = l+nam;n (31) 

2. Ist in GleicfauBg (30) n = f, so ist (n ; K)(n ; q) = M ; q. Du 
Produkt a6 tritt also in dem Produtt der beiden Schieber Ruf, wenn bei. 
enneadischeT Form die den Parameter enthaltende Zeile des zweiten Schiebers 
dieselbe Ordnnngazahl hat wie die Panuneterkolonne des ersten. Wir können 
immer annehmen, für £, sei die Achse der x in die Richtung der Schiebung 
und die Achse der y in die Nullebene gelegt, so dafi ^ die Form hat: 

(1 a 



In 2!j 2*, tritt dann a b auf, wenn b ii 
aber hier noch die beiden Fälle möglich; 



Im Fall a) ergibt sich' 



der dritten Zeile steht. Eis sind 



{1 
1 
6 1. 



I komplizierter Schieber, und : 
Im Fall b) dagegen kommt 



D der diakrimi- 



Hier steht rechts ein Diatensor (ist b ^ a, so haben wir den in 
Gleichung (26) bereits behandelten Fall Tor uns). JS^ schiebt in der x-Bich- 
tnng, und seine Nnllebene ist die xp-Ebene. s^ schiebt in der f-Richtui^, 
und seine Nullebene ist die ye-Ebone. Also: Das Produkt zweier Schie- 
bungen ist eine allgemeine Deformation, wenn ihre Richtungen aufeinander 
senkrecht stehen und wenn ihre Nullebenen sich in einer Geraden schneiden, 
die auf beiden Schieb ungsrichtungen senkrecht steht. Die Deformation ist 
rein, wenn beide Sohiebongen gleiche Größe haben. 

t Im anderen Fall lallt sich der Diatensor (33) leicht in eine Drehung 
und eine reine Deformation zerlegen. Falls 



achsen der proximal gedachten Deformation i 

FeiTier ist für ihn Sj = S + nft, Sj, = 
wird seine Hamiltonsche Gleichung 



: — ^—j- — j , fallen die Haupt- 
die Koordinatenachsen. 

ä + ab, S,= 1, und damit 



((|-l){'/-(2 + o6)tj-fl)=0. 
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^nAon^: Einfache Schi^ivng. 



Si« liefert bIbo, wie w der An«ohanimg entipricbt, in der xz-Ebene zwei 
reelle Aohnn. 

Nftoh ftllem Yontehendeii teilen «ick die Eombmfttioneii Ewefer Sobie- 
bnngen aaobliob in drei Klswen: 

1. Die Kombination (I -{-awt;U)(I -^btum) (die Parameter haben in 
der enneadisehen Form ijmmetriscbe Stellung gegen die Diagonale) liefert 
den zuletzt beschriebenen Diatensor. 

2. Die Kombination (I + am;n) (I + bf;tt) (in enneadisoher Form 
ttehen die beiden Parameter in derselben Kolonne) liefert einen einfachen 
Schieber. 

8. Alle übrigen Kombinationen liefern komplizierte Schieber. 
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Zweiter Teil. 



AdditiydiatenBoren, Derivative Beziehungen; 

Entwicklung des Tensortegrüles aus 
Zerlegungs- und Transformationseigenscliaflen; 

Selbständige Tensoren und Diatensoren. 
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Erster Abschnitt. 

Fortsetzung der Untersuchungen 

über den als symbolischen Faktor gedachten 

Diatensor. 



Eratea Kapitel: AddlÜVe DlatOIlBOren. 

85. Die Spedes der Diatensoren. 

Schon in § 9 wurde auf die Existenz von multiplikativen 
und additiven Tensoren hingewiesen. Wir dehnen die Unter- 
scheidung auf DiateDBOren aus und benutzen für die Bezeichnung 
der Eategorieu, da andere passende Ausdrücke schon vergriffen 
sind, das Wort „Spezies". 

Wird eine Länge li gedehnt, bis sie zur Länge I, geworden 
ist, so kann man diese Operation auf zwei einfache Arten be- 
schreiben: Erstens, man gibt das Verhältnis ^ an; zweitens, man 
. gibt die Differenz Ij — ^i oder den prozentischen Zusatz -^ — - 

an. Das erste Verfahren wird man als multiplikative, das zweite 
als additive Beschreibung zu bezeichnen haben. Entsprechend 
kann man, wenn ein Vektor 8 eine homogene lineare Vektor- 
funktiou von 31 ist, die Beziehung zwischen beiden auf zweierlei 
Weise aosdrücken : 

ty^ tyt '». ■ « (1) 

(« f.y t.. 

Pv- Pyy P». ■ « (2) 

P.» P.v P" 
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§ 85. ÄdditivdiatensoTen. 



Sowohl ^P" wie * ist ein Diatensor; wir haben demnach zwei 
Spezies roa Diatensoren zu unterscheiden, den Verhältnis- 
diatensor oder multiplikativen Diatensor O and den 
ZnsatzdiateDBor oder additiven Diatensor W. Daraus, daß 
<»« = yä + « ist, ergibt sich sofc»rt 

*= «f+J. (3) 

Der Verhältnisdiatensor ist also immer um einen Einheits- 
tensor größer als der Zusatzdiatensor, welcher dieselbe Operation 
darstellt. Folglich sind die Seitenglieder der beiden gleich, aber die 
Dii^onalglieder des Verhältnisdiatensors sind immer um 1 größer 
als diejenigen des Zusatzdiatensors. Man kann also, wenn V 
durch die Gleichung (2) bestimmt ist, jederzeit schreiben: 

J)»» l+Pvi. Pv. (i) 

P.x P,v l+J»..- 

Offenbar ist V symmetrisch, wenn <& diese Eigenschaft hat 
nnd umgekehrt. Handelt es sich also um Tensoren und wird für 
diesen Fall 9 mit T und V mit J7 bezeichnet, so gilt die 
Gleichung T= n+I. 

Wenn ein und dieselbe geometrische Operation durch zwei 
verschiedene analytische Darstellungen beschrieben werden kann, 
80 wollen wir diese letzteren „korrespondierend" nennen und 
die Korrespondenz andeuten durch das Zeichen r^. Der Inhalt 
des Vorstehenden läßt sich damit zusammeufassen in den Satz: 
Wenn <i ^^V ist, so ist O ^ 1'-\- 1. Die bisherige Bedeutung ■ 
des Zeichens ^ bleibt dabei ollenbar erhalten. 

Äamerknng. Man könnte da» Verfahren, durch welches p^^ aus 
'«« 1WW. gebildet wird, offenbar fortsetzen und p^^ ^ 9sb+1 law. aetsen. 
Bei dieser Fortsetzung: wäre indessen zurzeit tiickt viel zu gewinnen. Die 
beiden hier herrorgebobenen Spezies präsentieren sich aber als die natür- 
lichsten Bescbreibungs weisen der an 31 hervorgebrachten Änderung, und dem- 
entsprechend präsentieren sich auch die später zu erwähnenden aelbständigen 
oder angeblich selbständigen Tensoren und Diatensoren von selbst in den- 
jenigen Formen, die wir hier mnltiplikativ and additiv genannt haben. Die 
etwas nähere Untersuchung der Additivtensoren ist (dso angezeigt. 

86. Algebra der Addilivdialensoren. 

I. Transformation. Da die Größe / invariant ist, trans- 
formiert sich 5"" genau so wie <S ; leicht mit § 18 und 9 zu veri- 
fizieren. 
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Algebra der Additivdiatensoren. 



(2) 



(3) 



IL Skalare. Wir bilden für y^ drei Skalare nach derselben 
Regel, nach welcher die Skalare für Verhältnistensoren gebildet 
werden, und nennen sie K,, Sj, Sj. LemgemäJJ ist 

s>i = P,,l'.. +?.. Ii.. + P..I>»« — W+P.ä+J'«}). lO) 

s. =P..P,,P.. + 2ji,.r..p., — {f..!>,i+J>,,p,J+J'..P.',)-) 
Schreibt man O in Form der Gleichung (4) des vorigen Para- 
graphen, so sind die drei Skalare ron Q>: 
S, =3+l...+3)„-l-p,., 
S, , = 3 + 2ji„ + 2 ft, + 2 p„ + p„i)„ + J)„p„ + p„ 

— toi+ftä +!>•$), 
S, = i+P..+P„+f..+l>,,P,. + P.,P.. + P,.P,, 
+ P,-PnP- + ^P„P,.P,, 
- (P,' + P.l + P.l) -<.P.,P,',+ PnPi', +p,.p.iy 
Der Vergleich ergibt; 

S, =s, + 3, I 

S,, = s,, + as, -1-3, [ 

S, =s,-|-s„+s, + l.J 
S], Sa, Sg eind offenbar invariant. 

III. Beträge der Acheen. Nach Satz I kann mau ^ so 
transformieren, daß seine Seitenglieder zu NuU werden, daß es 
also auf seine Achsen p^, p , p^ bezogen wird. Die Beziehung 
zwischen ^ und ^ ist offenbar invariant, also folgen für diesen 
Fall die Gleichungen: 

1;=P; + 1, <,=P, + 1, l(=y, + l. . . . (4) 

Diese Gleichungen zusamt der Gleichung <&^ ^ -\- 1 charak- 
terisieren die Beziehung zwischen und 9*'. Es folgt aus ihnen 
unter anderem: Wird eine Achse des Verhältnisdiatensors ^l, 80 
wird die entsprechende Achse des korrespondierenden Zusatz- 
diatensors <^ 0. Im Zusatzdiatensor druckt sich also die Ver- 
kürzung als negative Verlängerung aus. 

IV. Richtung der Achsen. Geht man mit den Gliedern 
von S' in die Gleichung (15) des § 19 ein, so erhält man: 

Pv-«i+{Pvy — Pi)«i + Pv"3 = 'i^\ (5) 

Badds, TmaOTCn □. l);uleD. 
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178 § 86. Älffäira der Additivdiaieiuoren. 

Da non pm — P| ^ *«* — h '"'^ gleichzeitig p^y = (,, usw., 
Bo Bind die Gleichangen (5) identiBch mit denjenigen für die 
Winkel, welche t^, t,,, t^ mit den KoordinatenachBen machen; 
d. h. die Acbsen von V faUen der Richtung nach mit denjenigen 
Ton 9 zusammen. In der Tat sind die Achsen von ll> nichts 
anderes als die um die Längeneinheit verlängerten Achsen von W. 

V. Die HamiltoQBche tileichung. Ee ergibt sich un- 
mittelbar: Die beiden Hamiltonschen Gtleicbungen 

*/-S,*j>+S„(j-,^ = (6) 

und 

j,j»_S,i.j» + 8„i)j-Sg = (7) 

bezieben eich auf korrespondierende Diatensoren, wenn zwischen 
den S und den s die Gleichungen (3) bestehen. Dies ist leicht 
zu verifizieren: Führt man die Gleichungen (3) in (6) ein und 
setzt (. =: P| -|- 1, 80 erhält man (7), 

VI. Multiplikation mit einem Vektor. Die definierende 
Gleichung (2) des § 86 enthält schon den Satz, daß das Schema 
der Multiplikation mit einem Vektor für additive Diatensoren 
dasselbe ist wie für multiplikative. 

+ iPy.A.+Py^Ay + py.A.)i\ (8) 

+ ip..A,+p.^Ay-\-p..A.)l] 
Natürlich bedeutet das formale Produkt 'PS geometrisch etwas 
wesentlich anderes als <P W. Wird aus einem Vektor 1 -^ 2 
durch die Multiplikation mit <P der Vektor 1 —*■ 3, so ist 2 — ♦■ 3 
der Vektor 'P«. 

VII. Addition. Aus der Linearität der Gleichung (8) ergibt 
sich, daß für additive Tensoren dasselbe Additionsgesetz gilt 
wie für multiplikative. Man addiert sie, indem man ihre ent- 
sprechenden Glieder einzeln addiert. 

Bezüglich der geometriBcben Bedeutung besteht nieder ein dem Vorigen 
entiprechender Unterschied, der der Deutlichkeit wegen dnrchkoiutruiert 
werden möge. 

In Fig. 4 sei 1 2 ein beliebig gegebener Vektor V. Es seien ^ nnd 1' 
zwei korrespondierende Diatensoren, ■(>' nnd 1" desgleichen. Multipliziert 
man V mit 0, so erbält man ii^end einen anderen Vektor 1 8, multipliziert 
man * mit *', so erbält man einen dritten Vektor 14, also ist (*4-^'')1 
die vektorielle Summe 1S-|-14, d. i. die Diagonale IG des ans 13 nnd aus 
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*e. Algebra der Additivdiatenaorm. 



1 4 gebildeten Parallelogramm ■. Stellt man non die gleiche Operation durch 
die Additivtentoren V nnd V" dar, ao iat V> gleich dem Vektor 2 3 und 
Vi gleich dem Vektor 24. Die geometriiche Addition dieser beiden VektoreA 
ergibt die Diagonale 26 dea aus 2 3 ond a 
Die entapreohendeD Konstruktionen für 
die im Nbihitfolgenden bebendelten 
Operationen bleiben dem Leaer fiber- 
laaaeo. Hervorznheben iat aber noch 
folgendes : 
■ Iflt 



11 2 4 gebildeten Puallelogrammi. 
Fig.4. 



'. 9^ und O»' ; 



W, 




80 ist 

Zunächst liegt hierin der Beweis, 
daß die Strecke 6 5 der Fig. 4 

gleich und parallel 1 2 ist Ferner aber ersieht man, daß die 
Korrespondenz durch die Addition zerstört wird. Es sei eine 
Anzahl Ton mnltiplikatiTen Diatensoren nebst den korrespon- 
dierenden AdditiTdiatensoren gegeben, und es soll, beideraeits 
entsprechend, eine Anzahl m derselben zueinander addiert, eine 
andere Anzahl n von der Summe abgezogen werden. Die zu 
addierenden mögen 4*0, die zu subtrahierenden d>, markiert sein. 
Dann ergibt sieb, wie leicht zu sehen, aus dem Vorstehenden: 

Vlll. Multiplikation. Aus der Grundbeziehung 0=W + I 
folgt, wenn und <P' zwei Diatensoren, 

**'= W^'+WI+y'I+I. 
Stellt man die V und >!> in enneadischer Form her, so findet 
sich leicht, daß diese Gleichung dann und nur dann erfüllt ist, 
wenn man für additive Diatensoren dasselbe Schema der Multi- 
plikation annimmt wie für die multiplikativen. Demnach werden 
auch die Additivdiatensoren nach dem Schema der Multiplikation 
von Determinanten miteinander multipliziert, und es sind dabei 
die Zeilen des ersten mit den Kolonnen des zweiten zu kom- 
binieren. 

Selbstverständlich gilt auch hier die Bedingung, daß die 
beiden Faktoren in dem gleichen Koordinatensystem gegeben 
sein müssen. 

12* 
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180 §86 u. 8?. Addilivlentoren, dyadUcht Fbrm. 

IX. Faktorenzerlegung. Daraus folgt ohne weiteres, daß 
die für die Faktorenzerlegaug im ersten Teil anfgestellteu Sätze 
auch für Additivdistensoren gelten und damit auch, soweit es sich 
um analytische Darstellungen handelt, die sämtlichen Sätze der 
§§ 43 bis 63. Auf die geometriecbe Bedeutung derselben wird 
nach Bedürfnis zurückzukommen sein. 

X. Additive Fundamentalzerlegang. Aus dem Additions- 
gesetz folgt, daß V sich wie ^ stets additiv in einen sym- 

)p_l_ »pv jp- »pv 

metrischen Teil —~ — und eisen antimetrischen — ^ zerlegen 

läßt. Auch sieht man sofort, daß 

?^='^-I, (10, 

^^=^1^ .(.1) 

„Bei Zerlegung in Tensor nnd Antitensor werden die Ten- 
soren von «^ und ^ korrespondierend, die Antiteusoren gleich." 

87. Dyadisctae Porm des additiven Tensors and Dlatensors. 

Überträgt man den auf seine Hauptachsen bezogenen Tensor T 
in dyadische Normalfonn, so erhalt man: 

T=ki;i + t,Ui + til;l, (1) 

und da (j = pB + 1 iisWt bo ist die Gleichung n=T — I äugen- 
scbeinlich erfüllt, wenn man setzt: 

Ji = i>£i;i + p,i;i+i>:(;t (2) 

Handelt es eich um Diatensoren, so sei gleichfalls in der 
Normalform gegeben: 

<& = (,i;i' + (jj;j' + (j(;r, (3) 

und dann wird oSenbar 

V=(i.. + l)i;i'+(l., + l)ii)' + (l>. + l)l;l'— f.- . (4) 

Dieser Ausdruck laßt sich nicht wesentlich vereinfachen; die 

Dyaden sind eben wesentlich multiplikativ gedacht und eignen 

sich daher weniger zu einer additiven Darstellung, solange nicht 

die Symmetrie zur Vereinfachung beiträgt. 
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§ 88. Ellipwnde de» Additivtmsori. 181 

8S. BUipsoide. 

L D&s „Ellipsoid" eines Additivtensors. Zu irgend einetU 
Additivtecsor 77 läßt sich selbstrerständlicb eine MittelpnnkU- 
fläche zweiter Ordnung konstruieren , welche der des § 3 Toll- 
ständig analog ist. Sie bat die Gleicbung 

-\-2pg,ye + 2p,^ex+2p^^zy=: +1,/ ^ ' 

und die im § 3 gegebene Betrachtung läßt sich für diesen Kegel- 
echnitt wörtlich wiederholen. Es ergibt sich: 

Legt man einen gegebenen Vektor ti mit seinem Anfangs- 
punkt in den Mittelpunkt der Fläche 2 ^ := 0, und schneidet 
V (eventnell rerlängert) die Fläche im Punkt x, y, x, so föllt das 
Tensorrektorprodukt J7v in die Richtung des PerpendikelB g, 
welches von aus auf die in ic, i/, ja^ an die Flache gelegte 
Tangentialebene gefällt werden kann, und der Betrag von J7d ist 
bestimmt durch die Gleichung: 



Betrag Dtt-.v = —: ^x^ + y' + e*- 

IMe Halbachsen des ElUpsoids haben offenbar die Längen 
_1 1 1 

VpI' Vp^' fpi' 

Die Bedeutung Ton i7u ist natürlich im Ai^e zu behalten. 




Mit RüokBÜsht auf dieeelba läßt sich mit Hilfe der beiden „EllipBoide" 
1 T und a eine KonBlrnktion fär die Produkte T9 nnd nu angeben. 
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lea §S8 u. Sä. AdditivteTuor, ElUpsoide und Kriterim. 

Man denke Bich ew« EUipioide I nnd II kouitrnurt, du erste mit den 

Hauptachsen 

dai zweite mit den Hanptaehsen 

1 1 j 1 

i'pF+^' l5;^^^ "" vpc+i' 

Der gegfebene Vektor t> sei durah Ol dai^cestellt, and er schneide das 
EUipsoid I im Punkt 2, das EUipsoid II im Punkt 3. Le^ man in 3 eine 
berfthrende Ebene an das EUipsoid I, and ist 04 das Ton aus auf diese 
Ebene gefftllte Perpendikel, so wissen wir, daO 04 die Riohtnng des Znsatz- 
vektoTS DV ist. L^ man also eine Parallele zu 04 an 1 an und nennt 
sie 1 5, so moB der Endponkt Yon Tu aof dieser Geraden liegen. Tu hat 
aber auch die Riohtung des Perpendikels aof diejenige Berührungsebene, 
welche im Pnnkt 3 an das Elltpeoid II gelegt werden kann. Ist 06 dieeei 
Perpendikel, so moil die VerläDgernng von 6 die Gerade I 5 schneiden, nnd 
wenn & der Dnrohsohuittspunkt ist, so ist 06 das Produkt TV und 1 6 ist UV. 

IL DehnungazuBatzellipsoid. Die Trausfon&atioQ mit 
einem Additirdiatensor verwandelt offenbar, ganz ebenso, wie es 
beim VerhältDlBteosor der Fall ist, eine Einheitskugel in ein 
EUipsoid. Wir nennen dieses das Debnungszusatzellipsoid. 
Addiert man zu jedem einzelnen Radios der Eioheitskugel den 
entsprechenden Semidiameter des Dehnungszasatzellipsoids, so 
bilden die Endpunkte der so erhaltenen Vektorensnmmen das 
Debnimgsellipsoid des mit V korrespondierenden il>. 

SO. Kriterien. 

Ergibt sich aus physikaliBcben Eigenschaften oder Kom- 
binationen ein Diatensor, so kann die Frage von Wichtigkeit 
sein, zu welcher Spezies er gehört. Das Verhalten des fraglichen 
Diatensors bei Addition und Multiplikation kann offenbar kein 
Kriterium hierfür ergeben, da die beiden Spezies sich darin nicht 
unterscheiden ; wohl aber kann die SchluBbemerkung des § 86, IH 
dazu dienen: Ändert man die physikalische Kombination, ans der 
der Diatensor hervorgegangen ist, so ab, daß ihre Wirkung sich 
in das Gegenteil verkehrt (wie z. B. Verlängerung in Verküi^nng), 
so werden die Konstituenten des entsprechenden Diatengors ent- 
weder reziproke oder negative Werte annehmen. Im ersteren Fall 
gehört er zur multiplikativen, im zweiten zur additiven Spezies. 
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§ 90. Derivative Operationen am IHatentor. 



Zweites Kapitel: Derivative Operatioaen. 

90. Operationen am ganzen Dlafensor, 

BislLfir wurden die Diatensoren stets als konstant voraus- 
gesetzt. Man kann aber aacb annehmen, der betrachtete Dia- 
tensor <& sei im Raum als Funktion des Ortes gegeben. Der 
Baum, in welchem er bestimmt ist, heißt dann ein Diatensor- 
feld. * sei gegeben in der Form: 



\ Ci Cy c„ 



(1) 



wo die a, i, c nunmehr als Funktionen des Ortes zu denken sind. 
Wir bilden das Diatensorrektorprodukt O » und setzen deänitorisch 
fest, daß dieses Produkt nach einem Skalar t ebenso differenziiert 



p) 



werden soll wie 


ein gewöhnliches Produkt, d. h. es soll sein: 




dt dt'^^di 


Offenbar folgt: 








da. da, da. 






dt dt dt 




dO 


ib. dh, db. 




dt - 


dt dt dt 
de. de, de. 
dt dt dt ' 



(3) 



Man differentiiert 9 nach einem Skalar, indem man seine Olieder 
einzeln differentiiert. Durch wiederholte Anwendung desselben 
Verfahrens ei^ibt sich; 

di" dt" 
usw. 

dt" 

Ist der Skalar t von den Koordinaten unabhängig, so leuchtet 
, dax dag 
IT' "df 

In diesem Fall sind also die Differentialqnotienten 



ein, daß 



(4) 



sieb ebenso transformieren werden wie 
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184 - § SO. Derivative Operationen am Diaientor. 

von fP echte Diäten soren. Wenn aber t von den Koordinaten 
abhängt, so transformieren sich die Glieder von -r^.- offenbar 
nicht mehr wie diejenigen ron <S>. Die Differentialquotienten sind 
also dann nicht mehr Diatensoren. Aber sie teilen mit den 
eigentlichen Diatensoren zwei grundlegende Eigenschaften: Erstens 
die Form der MultipUkation mit einem Vektor, und zweitens die 
Linearität in bezug auf die Komponenteabeträge dieses Vektors. 
Infolgedessen gilt für sie auch dasselbe Ädditionagesetz wie für 
die eigentlichen Diatensoren. Sie können daher mehrfach brauch- 
bar sein, und es wird zweckmäßig sein, sie durch eine besonders 
Benennung, etwa Formaldiatensoren, zu charakterisieren. 

Es liegt auf der Hand, daß ein symmetrisches O auch sym- 
metrische Differentialquotienten liefert, und daß eine Zerlegung 
der Difierentialquotienten stattfinden kann, welche der fundamen- 
talen Additivzerlegung der Diatensoren entspricht: 

Ist 

*=r+„ „.., - = ^ + - (5) 

9^ 

Form von drei Formaldiatensoren darstellen. Man kann auf diese 
den H-amiltonscben Operator anwenden und folgerichtig defi- 
nieren : 

^*^^ä^+>^ + 'ä7 <«> 

Man denke sich die 27 Glieder dieses Ausdruckes hingeschrieben 

und je drei zusammengehörige, wie i-^ + i^-^+ ( ,,— zu- 

öx cy o iS 

sammengefaßt, so erhält man: 

Vh Vby \/h (7) 

Vc^ Vc, Ve,. 
Läßt man d> zu einem skalaren Faktor degenerieren, indem 
man die Seitenglieder = und die Diagonalglieder sämtlich 
=: a setzt, 80 wird aus (7): 

(Va 

V* = { Vo (8) 

Va, 
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Derivative Operationen am Diatemsor. 



also nicht ein einfacher Gradient, sondern ein Formaltensor, 
dessen Diagonatglieder Gradienten sind. V d> kann also nicht 
wohl als grob 3* bezeichnet werden. Vorläufig erscheint es nicht 
geboten, ihm einen besonderen Namen zu geben. 

Man überzeugt sich ferner durch einfache Nachrechnung, daß 
eine zur Gleichung (2) analoge Beziehung 

V(Oti) = (V*)« + <l>(V«) 
nicht existiert 

Die Operation V läßt sich wiederholen und man erhält: 

V=6, y*6v V^S, (9) 

V»C^ SJ^Cy V'c,. 

Da jedes einzelne Glied auf der rechten Seite Ton Gleichung (8) 
ein Skalar ist, gilt in bezug auf jedes einzelne der GanssBche 
Satz: Ist dx dy dz das Element eines Körpers K, und df das 
Element, seiner Oberfläche, so ist 

\\\-gH^.dxdydz=z\^{\/t^,df) (10) 

Das Flächenintegral auf der rechten Seite dieser Gleichung, 
dessen Elemente skalare Produkte sind, kann bekanntlich ersetzt 
werden durch jfv„i^,rf<J, wo de der skalare Wert Ton df, und 
Vn*M» "l'^ zu dö senkrecht stehende Komponente Ton V*^» ist. 
Man kann die neun Gleichungen (10) additiv zusammen- 
fassen, erhalt aber dann als Integranden nicht etwa links V>4>, 
und rechts V*, sondern links die Summe 

V»«^+ V^a^-f V«a. + V*t« usw., 
und rechts eine entsprechende Summe. Die Summe aus den V 
wollen wir ^^V*i nennen, und die entsprechende aus den 
Vai usw. heiße 2^*' ^*°ii ergibt die Addition: 



\\\^'^'iäxdydz = ^\^^Vtda. 



.(11) 

Im vorstehenden itt als bekannt Toraugg^eastzt, daß die Integration 
lioks über das ganze Volumen und recht» über die ganze Oberfläche von K 
auBiadehnen igt. Die Iformale von da ist nach außen positiv gerechnet; 
bei denjenigeii Autoren, welche sie nach innen positiv reohnen, erEoheint 
auf einer Seite der Gleichung (10) ubw. ein Minuizeiohen. Diese Bemerkungen 
gelten auch für das Folgende mit. 
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18« § 91. Gatiiiicker Satt fllr DüUeruorm. 

91. Brweitentngeii des aaussuben Satzes. 

L Der Gaasssche Satz beruht wesentlich darauf, daß ein 

skalarer Aasdruck von der Form ^ + x^ + ;r— nach der Multi- 

dx ' dy de 
plikation mit einem Körperelement dx dy de sofort drei teilweise 
Integratiooen nach den Koordinatenrichtungen zuläSt Um ihn 
also für die Anwendung auf Diatensorea zu erweitem, stellt man 
aus den Gliedern Ton Komhinationen von der Art des vor- 
stehenden Ausdruckes her. Man bildet zunächst einen Vektor Ol, 
der definiert ist durch die Gleichung: 



\dx ■*" 8y ■•" de) 
/ 8c, dCy dc^ 






8^\ 
dej 



(1) 



Läßt man nun 0, wie oben, zu einem skal^ren Faktor a degene- 
rieren, so wird 61 zn gtiAa. @ ist also folgerichtig, wie das 
R H. Weber getan hat, als grakd> zu bezeichnen. Der Vektor 9 
hat eine vom Koordinatensystem unabhängige geometrische Be- 
deutung. Der Beweis für diese Behauptung ergibt eich einfach, 
wenn man TOrübergehend die konveDtionelle Festsetzung trifft, 

daß a« ^7— für ^r-^, o„ ^r— für -~ usw. in jedem beliebigen 

dx dx ^ ' dy dy 

Koordinatensystem geschrieben werden soll Dann ist formal 
@t ^= V, und da sowohl 9 wie V eine vom Koordinatensystem 
unabhängige geometrische Bedeutung hat, muß & dieselbe Eigen* 
Schaft besitzen. 

Man sieht, daß die drei Klammem auf der rechten Seite von 
Gleichung (1) nichts anderes sind als die Divergenzen der drei 
Zeilenvektoren ; die Gleichung kann also kurzer geschrieben werden : 

& ^idiva + idivi + tdivc. (2) 

Wir bilden noch die skalare Summe der Divergenzen aus 
dieser Gleichung und nennen sie div <1>, definieren also div darch 
die Gleichaug 

äiv^ ^ divt + divi + divz (3) 
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Wir wählen nun einen Emheitavektor 1« der Richtimg n, die 
mit den KoordinstenachBes die drei Richtungskosinus u, jü, y 
machi Es ist dann 

\. = „i + ßj + y (4) 

und wenn man lg mit multipliziert, bo ergibt sich: 
flil, = {aa„ + ßa„ + Ya,)i\ 

+ i«K + ßh+yh)i\ (5) 

Statt *I» 1, schreibt man kürzer 0„, wo die deutsch geschriebene 
Marke daran erinnert, daß 4>„ ein Vektor ist Auch hier ist 
zwischen Vektoren und Beträgen genau zu unterscheiden. Die 
drei Komponenten von, 4>n heißen *P,^, 0,,,, «f,,; ihre Beträge 
eeien 0^^, 0ny, 0n„ so daß also 

0„^ = aa^-lr ßa^ + ya, UBY!., (6) 

und analog dem Obigen definieren vir das Zeichen „O^ schlechthin*' 
durch die skalare Gleichung 

a>, = «,„ + «„ ^ + (&„ (7) 

Es gilt nun für jeden der drei Vektoren a, Ip, c der Gausssche 
Satz; ist K ein Körper, tf seine Oberfläche, n die nach außen 
positiv genommene Normale der letiteren, so ist 

\\\divadxäyde = ff «„do, j 

|JJdit)6dfl;dj(dir = Jj6„</ö,l (8) 

{[{divcdxäyde = ff (^döj 

Wenden wir nun die Gleichung (4) auf unsere Normale au, so 
ist a„ = aai+ /S6i + yCi = 0,„ nach Gleichung (6) usw., und 
damit werden die Torstehenden Gleichungen; 

{jjdivttdxdydg = ffOnidö,] 

j^^divbdxdydg = jJ0^ydaA (9) 

\[\divtdxdydi> = ff0„,dß.j 

Diese drei Gleichungen kann man auf zweierlei Art addieren, 
zunächst skalar. Auf der linken Seite stehen als Integranden 
richtuttgsloee Divergenzen, auf der rechten Seite Skalare, die für 
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188 § 91. &aug»Kher SaU für Diatenaoren. 

jedes Element da als Abschnitte auf derselben Richtungslint« n 
zu denken sind. Die Addition ergibt 

jj^div^dx dydx = jj^nda (10) 

und damit eine Erweiterung des Gaussscben Satzes auf Dia- 
teuBOren, die ganz im Gebiete der skalaren Integration bleibL 
Es blutet ihr aber die Tatsache an, daC die in ihr auftretenden 
Integrale nicht von der Wahl des Koordinatensystems unabhängig 
sind; denn da & und 0„ diese Eigenschaft haben, können die 
Größen, die man erhält, wenn man ihre Komponenten der Beihe 
nach durch t, j, t dividiert, nicht inyariant sein. Dasselbe ergibt 
sich direkt daraus, daß die Zeilenvektoren o, B, c im allgemeinen 
vom Koordinatensystem abhängen. 

Um zu einer Gleichung zu gelangen, deren Bestandteile in- 
variant sind, multiplizieren wir die erste Gleichung (9) mit t, die 
zweite mit j, die dritte mit I und addieren, dann ergibt sich 
sofort: 

j(j®da;rfydfr = Jfa>,dö, (11) 

wobei aber zu beachten ist, daß diese Gleichung vektoriell ist 
und drei skalare Gleichungen repräsentiert, die nichts anderes 
sind als die Gleichungen (9). 

Bezüglich der Bezeichnungen bestehen in der Literatnr Wider- 
sprüche. Der Vektor @ heißt nach Gans äivO und bei M, Laue 
binO, letzteres im. Anschluß an eine von A. Sommerfeld in die 
vierdimensionale Geometrie eingeführte Bezeichnung. Diese wird 
nicht berührt, wenn man in drei Dimensionen die Benennung 
gicb<£ für @ benutzt. Hier wird also vorgeschlagen, dem divCi 
diejenige Bedeutung zu belassen, die es in Gleichung (3) hat, 
und Gleichung (11) zu schreiben: 

j(jBwb«da:dydÄ = fja>,dff (12) 

II. Wir wählen femer irgend einen festen Anfangspunkt 0, 
nennen r den Fahrstrahl, der von aus nach dem Element 
dx dy de unseres Körpers K gezogen wird, und bilden das Pro- 
dukt [r@]. Die a^-Komponente von [t@] ist 

[,8]. = (9e.-«ö,)i (13) 

und wenn wir konventionell festsetzen, daß der Betrag dieser 
ar-Komponente \rG'\i geschrieben werden soll, so ist 
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t-G], = ,(| 



dcy 8c.-- 



y4 



+ 8J/ + 8»/ 



(14) 



"Wir multiplizieren diese Größe mit dem Körperelemeat dxdyde 
und integrieren über K. In dem so entstehenden Auadnick 

ist y für die Integration nach x und z konstant, und e ist kon- 
stant für die Integration nach x und y. Die beiden Posten 



liefern 

Man erhält also durch Ausführung der ganzen Integration: 

jj {ytc^i — !/i c^i — {^iha — "i hl)} dy de 

-\-\]\yieyi — yiCy^ — {z^hyi-'eihyi))dedx 

-^\\[y^c.,~y,c.,-(z^b.,-B,b.,)\dx 

— JjJ(Ctf — b,)dxdy dz, 

wo die Marken 1 und 2 sich auf die Ein- und Austrittsstelle des 
Elementarbalkens beziehen, über den sich die Integration erstreckt. 
Nach bekannter SchluBweise ist nun dyde an der Austritts- 
stelle i= adis, an der Eintrittsstelle = — adif; also ist für die 
Summierung über die ganze Oberfläche (ysC^a — yiCu) . dy d^ 
gleichwertig mit aycxdß usw. und damit wird Gleichung (14) 



(16) 



(16) 



lli[ra-l,dxd)di = —jjj(e,~b,)dxdydt 
+ jjl!l(ac.-^ße, + ye.)-f,i«b, + ßb, + yb,)\dt 



■ (") 



Der zweite Integrand rechts aber ist nach Gleichung (5) gleich 
dem Betrage der ar-Komponente von [t<l>,]. Schreibt man also 
diesen Betrag nach der gleichen Konvention wie oben [ri&fl]x, 
so folgt: 

Jll[rG]xdxdydg = jj[r0„]xda-Jll(cy — b.)dxdyd0. . (18) 
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ätg GaitMMAen Satta. 



Ist <ß synunetriBch, so int Cy ^ b, nod die Gleichung rereinfacht 
sich zn 

jjj[rG]^dxiiy de = jj[r<If,],da (19) 

Für [rQ]y und [rG]« existieren die den Gleichungen (18) 

and (19) entsprechenden Formeln. Man kann nun hier, gani 

wie oben, die drei Gleichungen sowohl skalar wie vektoriell 
addieren. 

Im ersten Fall ei^bt die skolare Addition links: 

1 l 1 

[rG], + [rG], + [rG].= x y b . . (20) 



und rechts: 



divt divi divt 



y 



(21) 



Für die beiden Determinanten, welche hier auftreten, ist in den 
ob^en Definitionen noch kein Ansdmck enthalten. Will man 
solche nach Analogie der Gleichungen (3) und (7) bilden, so 
wäre für die erste zu schreiben [r, div <P] und für die zweite [r, 0^]. 
Da man sieh bei der Benutzung immer an die sehr spezialisierte 
Bedeutung dieser Ausdrücke erinnern maß, schreiben wir, ohne 
diese Abkürzungen anzuwenden: 



1 



divü divi divt 



dxdy de 



1 1 



de- 



+ (&, — a„)J dxdyde. 



(22) 



V 

und wenn T ein Tensor ist, so fällt das zweite Integral auf der 
rechten Seite fort. Gleichung (22) ist rein skalar, hat aber 
wieder die Eigenschaft, daß die geometiische Bedeutung ihrer 
beiden Seiten von der Wahl des Koordinatensystems abhängt. 

Zweitens kann man die drei Gleichungen (19) der Reihe nach 
mit {, i, t multiplizieren und erhält dann durch Addition: 

i['G]. + i['Sl. + l[rG].= [.a], (23) 

i['-<l>.]. + i[>-®.], + "[>-».]. = ['-«.] (24) 
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Demnach ergibt aicli als Schlußresultat : 



- jjj \c^ — b,+ a.— c^ + h~ ay\dx dy äz, 



(25) 



eine vektorielle Gleichung, welche die drei skalaren Gleichungen 
(19) repräsentiert. 

Ist O ein Tensor, ho verachwindet das zweite Integral auf 
der rechten Seite Ton Gleichung (25); es bleibt: 

^Jl[x,miT]dxdyde = lJ[vT,]da (26) 



Da der Integrand rechts ein Vektorprodukt ist, ist seine Invarianz 
sei b Btr erständlich. 



Drittes Kapitel: Vektorfelder und Diatensoren. 

93. Bildung von Dlafensoren aus den Mfferentialquotienten eines 
Vektors. 

Gegeben seien zwei Koordinatensysteme der x, y, z und |, r;, g 
mit dem Eosinusschema: 





X 


9 


s 


£ 


«1 


». 


«« 


1 


ft 


ß. 


ft 


{ 


Vi 


J-i 


n- 



Für partielle Ableitung nach den Eocrdinatenachsen gelten 
bekanntlich die Grundsätze der Differentialrechnung: 

d^~dxd^'^dy öi + a^öi"^'^"' 

und es ist, wenn in jedem der folgenden Differentialquotienten 
der Divisor als das unabhängige Inkrement angesehen wird: 

dx d| dx dt] 

d| dx " rfij ' 



= ßi usw. 
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§ 92. Diatentor aiM Differentialquotienten. 



Man kann also für die Differentiatdonen ein Schema auf- 
stellen, welches mit dem für die Richtungakosinus übereinetimiut 
und in ähnlicher Weise zu benutzen ist Ist nun ein Vektor v 
gegeben, so bestehen die Gleichungen: 

«7 = A«. + ^»i'v + ftt;.,[ (1) 

DifEerentiiert man die erste Ton diesen etwa nach |, eo er- 
gibt sich: 



8wj 



(2) 



, /äl), , 8l)|,\ , /So. , 8».N , (io, , 8«,\ 

Difierentilert maD dieselbe Gleichung nach i], ao ergibt sich 
aui die gleiche Weise: 



+ «.( 



8», , , 8o, , , dt. 



7+«.^ 



8j 



+ «,c, 



81 
8«, 



■(3) 



Die Koeffizienten in den Gleichungen (2) nnd (3) sind aber, 
wenn man A, (i, v statt «, ß, y schreibt, genau die Koeffizienten 
aus den Transformationsformeln des § 18, und es folgt zyklisch, 
daß auch für die übrigen Differentiationen, welche man an den 
Gleichungen (1) Tomehmen kann, diese Übereinstimmung der 
Koeffizienten mit denjenigen der Transformationsformeln besteht 
Also ergibt sich: 

Satz I. Ist ö ein beliebiger Vektor und sind r«, Vy, v, seine 
Komponentenbeträge in einem beliebigen rechtwinkligen Koordi- 
natensystem, Bo bilden die neun Größen 
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dv_ dvy d^ 
dx dy de 

8«. dv. gf, 



8y dz 

in dieser wie in der konjugierten Anordnung einen Diatensor. 

Denn sie besitzen die TransformationBeigenschaften, welche 
den Gliedern eines solchen zugeschrieben werden müssen. 

Ana dem Satz, daß die halbe Summe zweier konjugierten 
Diatensoren einen Tensor bildet, folgt dann 

Satz II. Die sechs Größen 

dx' ■dy' dz' ^\dy~^de)' iXdn^dx)' •2\dx~^df/) 
sind Glieder eines Tensors. Man nennt denselben nach Gans die 
„Deformation tod ö" und schreibt ihn: 
deft,. 

Ist endlich ^ = ~ usw., so ist der Vektor ein Potential- 
dx dy 
vektor, und seine drei Komponentenbeträge lassen sich in be- 
kannter Weise als Differentialquotienten ,v--, ;^, t^ eines 

^ öx' dy de 

Skalars II ausdräcken. Der Satz II nimmt dann die Gestalt an: 
Satz DL Ist V ein stetig mit den Koordinaten veränderlicher 
Skalar, so bilden die sechs Größen 

0»t/ ö^ e»[/ _2*t 8^ d^u 

dx» ' dy» ' 82ä ' ei/dä' dedx' dxf)y 
einen Tensor, der auch rfe/'gtobü geschrieben werden kann. 

03. Der derivative Dialensor eines Vektorfeldes. 

Ein Vektor sei als Funktion der Koordinaten gegeben, dann ist: 

Bndde, Tenioien n. Djuden. ig 
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Addiert man die drei Gleichungen geometrisch, so erhält man 
linke dv und rechts eine Größe, welche die form eines Diatensor- 
vektorproduktes hat; denn dx, dy, dz sind die Komponentenbeträge 
des Fabrstrahlelementes dt. In § 93 wurde nachgewiesen, daß die 
Koeffizienten — ^ , -— usw. sich wie Tensorglieder transformieren. 
Setzt man also: 



a.= 



8* 


8./ 


dts 


8«, 
8» 


8», 
8» 


8", 
dl 


8x 


8», 
8s, 


8», 
8» 



■ » 



d» = fl,(;r, 



.(5) 



und Sit ist ein Diatensor, den wir den deriratiren Diatensor') 
des Vektorfeldes nennen. Er ist durch (4) für jeden Punkt des 
Feldes bestimmt. In dem unendlich kleinen Bezirk, der einen 
Punkt 1 umgibt, kann man den Gliedern von Sl, konstante Werte 
zuschreiben; im allgemeinen werden sie von einer Stelle zur an- 
deren variieren. i2, ist offenbar ein skalarer Diatensor. 

Mittels des derivativen Diatensors lassen sich die charakte- 
ristischen Größen des Feldes sehr einfach ausdrücken. Heißt zu- 
nächst, wie früher, j^ der erste Skalar von ß,, so ergibt Glei- 
chung (4) sofort 

Satz I. 



S, = 






div V. 



Die Divergenz von V wird also durch den ersten Skalar von 
St, ausgedrückt. 

Femer läßt sieb Sl^, wie bekannt, additiv in Tensor und 
Antitensor zerlegen. Heißt T^ der symmetrische Anteil von ß,, 
so ist: 

') R. H. Weber hat im asiner Göttingar Abhandlang den Diatensor Ä, 
als defo bezeichnet, bat sich aber auf Anfrage damit einverstanden erklärt, 
daS die Namen von £t^ und T^ so gewählt werden, wie es hier geschehen 
ist, daQ also dem defo die von Gans gegebene Bedeutung bleibt. 
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J". = 



80, 
- (^ 4. ^\ 






8» 



•8«, 






.(6) 



l/8j^ , 8i^\ i/Stv , Sj'A 8»-, 

aU» 8«J 2\8« 811/ 8»' 

also na^h § 93 kurz: 
Satz n. 

T, = */"». 
„Der in fl, enthaltene Tensor ist identisch mit der Defor- 
mation Ton t). Zugleich ist ' der erste Skalar Ton Tg identisch 
mit demjenigen Ton ßg." 

Der in Sl^ enthaltene Antiteneor r« ist: 

ßv^ 8pA 1 /8 t;:, 81;^ 
" di) 






)v^\ 1 /dv^ dv,\ 

8i7 2U« 81/ 

2^3; 8i// 2^8« 8y/ 

W8i^_ev=\ L/er,_8u9^ ^ 

2V81 8sJ 2V8S 8.-y 

und kann ersetzt werden durch den Vektor [Ij, wenn 

,„ fev, 8ii,\. , /8«, Bi>.\. , /8i>, 8t>.\, 



■(7) 



Hier steht aber rechts der Ciirl von u, also ergibt sich 

Satz m. 

tuti » = 2 ^„. 
Der Carl tod u ist gleich dem doppelten Zusatzfaktor von Si„. 
Sieht man nun davon ah, daß die Begriffe äiv und nirl auf 
anderem Wege gewonnen sind, so kann man die Sätze I und III 
als Definitionen derselben ansehen und untersuchen, wae sich für 
die allgemeine Vektoronlehre aus den bereits bekannten Eigen- 
schaften der Diatensoren ergibt Da findet sich: 

_dv„ 



Ist V ein Potentialvektor, so ist von vornherein 



dx~ 



dy 



also eurlB -^ 0. Ist tP ein Curl, so ist ii^ 'oa vornherein in Ge- 
stalt eines Antitensors gegeben, also ist sein erster Skalar 0, dem- 
nach div » = 0, und damit 
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Satz IV. „Jeder Curl ist quellenfrei und jeder Gradient ist 
wirbelfrei." 

Da ß, = T, + T„ folgt Sl,dt= T,dt^udt, d. h. 

Satz V. Jeder Vektor tP läßt sich in zwei Vektoren B, und Sj 
zerlegen, toh denen der eine wirbelfrei, der andere quellenfrei ist. 
Die Divergenz des wirbelfreien ist identisch mit derjenigen des 
Vektors ti selbst, und der Curl des quellenfreien ist gleich dem 
Curl Ton », 

Sind zwei Vektoren » und w gegeben, deren derivative Dia- 
tensoren fi, und ü«, heißen, heißt ferner ßs + » der derivatiTe 

ex öx öx 

ß, + , = ß, + ß., 

d(n + tti) = (ß,+ ß«)dt (8) 

Offenbar folgt: 

Satz VI. Die Divergenz einer Vektorensumme ist an jeder 
Stelle des gemeinschaftlichen Feldes gleich der Summe aus den 
Divergenzen der einzelnen Vektoren. 

Satz VIL Ebenso ist offenbar der Curl einer Vektorensumme 
gleich der Summe aus den Curlen der einzelnen Summanden. 

Wie bekannt, liefert die additive Zusammensetzung von be- 
liebig vielen Tensoren wieder einen Tensor, diejenige von Anti- 
tensoren wieder einen Antitensor; also 

Satz VIII. Die Summe von beliebig vielen Potentialvektoren ist 
ein Potentialvektor, diejenige von beliebig vielen Curlen ist ein Curl. 

Die Diatensorentheorie gestattet hiemach, einige bekannte 
Sätze sehr einfach abzuleiten. Für die Sätze jedoch, welche die 
Beziehung von Oberflächenintegralen eines Vektors zu Volumen- 
integralen einerseits und Linienintegralen andererseits aussprechen, 
hat sie kerne Bedeutung. Der Gausssche Satz beruht auf der 
einfachen Tatsache, daß man einen Ausdruck von der Form 

(rf — ^ d — \- -r-idxdy de nach jeder Achsenrichtung einmal 
integrieren kann. Da dies mit der Diatensorform des Quotienten 
-r- nichts zu tun hat, ergibt die Einführung der Diatensoren keine 
Besonderheiten; die Ableitung erfolgt auch hier in der in der 
Vektorenrechnung gebräuchlichen Weise, Dasselbe gilt für den 
Greenschen Satz, für den Satz von Stokes und für die sämtlichen 
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aus ihnen zu ziehenden Folgerungen, iuBbesondere auch für den 
Ausdruck eines Potentials durch die Divergenz und für den Aus- 
druck eines Vektorpoteatials durch den Curl des betreffenden 
Vektors. Auf diese Entwicklungen wird daher hier nicht ein- 
gegangen. Dagegen ergeben sich auf dem Boden der Diatensoren- 
theorie noch folgende Bemerkungen: 

a) Ist u ein Potentialvektor, so hat sein derivativer Diatensor 
im allgemeinen au jeder Stelle des Raumes drei aufeinander senk- 
recht stehende Hauptachsen, deren Doppelrichtungen |, t), ^ beißen 
mögen. Da St, variiert, so kann auch jede seiner Hauptachsen, 
z. ß. die Achse der |, ihre Richtung von Ort zu Ort ändern; dabei 
■werden offenbar sämtliche Lagen der g-Achse, die man erhält, wenn 
man von einem bestimmten Punkt 1 ausgeht, von einer Kurve ein- 
gehüllt, deren Elemente an jeder Stelle in die Richtung der dortigen 
I fallen. Entsprechendes gilt für die Achsen der ij und £;. Also 
folgt: Die Lagen der Hauptachsen des Tensors bilden dreiKurven- 
scharen, welche einander an jeder Stelle des Feldes orthogonal 
schneiden. Denkt man sich diese Kurven wie Vektorlinien derart 
verteilt, daß ihre Dichte an jeder Stelle gleich dem Betrage von 
^{ usw. ist, so stellen sie den Tensor Si, in ähnlicher Weise dar, 
wie ein Vektor durch seine Vektorlinien dargestellt wird. 

Das Element der ^-Kurve hat in bezug auf die Achsen der 
X, y, dieselben Richtungskosinus Ot, «j, «j [§ 19, (rleichung (15)], 
wie die I-Achse selbst an der gleichen Stelle, also sind die Diffe- 
rentialgleichungen der Kurve 

(ix dv dz ... 

il = «" d7 = ''- iij = "- W 

und hier sind 04, ce,, ce, an jeder Stelle als bekannt anzusehen, 
da sie aus den Elementen von £1, berechnet werden können. Die 
Dreideutigkeit der et entspricht den drei Kurven. 

b) Ist » ein quellenfreier Vektor, so erscheint sein derivativer 
Diatensor von vornherein in der Gestalt: 



(10) 








8f. 
8« 


dv. 





80, 




d'J 


dt 


8e, 
dy 


0, 
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1»8 S ■*' »■ ■**■ Dfrivatirer Diaiemor, Dyaäi«ehe Form. 

und der U^ vertretende Zusatzfaktor hat demgemäß die Form: 

r, Zv, . , dVr . , dv^ , ,,, . 

»• = ^■+"'+8:?' '"* 

Offenbar lassen sich für diesen Zusatzfaktor nach Analogie 
des Vorigen ^-Linien konstruieren, deren Differentialgleichungen 
sind: 

dx^dv. dy^dv^ de_dv, 

ds ey ' ds ds' ds dx' ' ' ' ^ ' 
c) Auf den durch Gleichung (10) dargestellten antimetrischen 
Diatensor läßt sich der Satz des §56 anwenden, nach welchem 
jeder Diatensor als Produkt aus einem Versor und einem Tensor 
dargestellt werden kann, Yorausgesetzt, daß für den Tensor ein 
bestimmtes Koordinatensystem der x, y, z gewählt werde. Sind 
alao A,, Aj, Ag usw. die Winkel, welche die Achsen der x, y, z mit 
denjenigen eines zweiten Koordinatensystems der £, >;, £ machen, 
so kann man setzen: 

Ai Aj A, [(„ 

U = XT. . . (13) 


[Nach (10) ist Sit in diesem Falle ein planarer Diatensor, 
also muß einer der beiden Faktoren in Gleichung (13) jedenfalls 
planar sein; der Versor hat bekanntlich immer die Determinante 1, 
also muß der Tensor planar sein. In Gleichung (13) ist willkürlich 
angenommen, die Doppelnchtung der z sei in diejenige des ver- 
schwindenden Konstituenten gelegt.] 

Aus Gleichung (13) ergibt sich, daß die Inkremente eines 
quellenfreien Vektors sich darstellen lassen als gedrehte Inkre- 
mente eines Potentialvektors. Multipliziert man rfr zunächst mit 
dem Tensor T, so erhält man das Inkremeut da eines Potentiat- 
vektors, und diese du liegen jederzeit in der a;y-Ebene der be- 
treffenden Stelle; dreht man dann dv mittels des Versors X", so 
entsteht dt>. Wir beschränken uns hier auf diese Andeutung. 

04. Dyadische Form des derivativen Diafensors. 

Das V konnte bisher mit einem Vektor vermittelst der inneren 
(V» ^ divV) und der äußeren ([VöJ — enrl») Multiplikation ver- 
bunden werden. Wie früher gezeigt, ist auch die Dyade eine Art 



. = [ 
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von Produkt; man kann also das V mit einem Vektor b auch in 
dyadiecher Fonn multiplizieren, eine Djade V;» bilden. Man 
hat folgerichtig zu definieren: 

Das ist ausgeführt: 

81 • ^ 8j/ ■' ^ 8« ' 
^i'„ . . , 8fu , . , 9ü„ , , 



81 

8 «. . , , 8 f , . - , 8«, 



F/'^'- 



(2) 



Mau ersieht daraus, daß V;n der konjugierte Diatensor zu ß, ist: 

V;ö = Ü,„. . . . (3) 

Nimmt man für den Fahrstrahl r, so ist v^ •= ^,Vg ^ y usw., 
aus Gleichung (2) wird also: 

V;r = i;» + j;j+»;!= /. (4) 

Akzeptiert man die Schreibweise V ; », so muß man auch die 
konjugierte zulassen: «;V bat ebensowohl einen Sinn wie V;B, 
und 68 ist « ; V = ß». Eine ähnliche Bemerkung gilt übrigens 
schon für das äußere Produkt [V»]. Die Konsequenz verlangt 
[«V] = [V>.].. 

Da das V aus drei Elementen von verschiedener Bichtung 
zusammengesetzt ist, ist V;b nicht eine Dyade, sondern ein 
• Dyadentripel, und dies ist wohl zu beachten. Insbesondere ist 
es nicht erlaubt, den für die Einzeldyade gültigen definierenden 
Satz (9t;a)u = 9t(ait) auf V;« anzuwenden und (V;»)u = V(»tt) 
zufletzen,ebensowenigwiees erlaubt sein würde,(9(;i+ B;i + ®;l)a 
;= (Ä 4- 8 -|-€)(iii) zu schreiben'). Man muß vielmehr das Dyaden- 
tripel, wenn man es mit einem Vektor multiplizieren will, vorher 
in seine Bestandteile auflösen. Damit kommt man immer wieder 



'^) Durch Nichtbeachtung diese» UmBtaBdea ist Jaumann gelegentlich 
1 befremdlichen Reaultaten gekngt, z. B.: 

u = io ^ (Vit)» = VCt») = flwli(rM). 
Danach wärds jeder Vektor ein Potentialvektor lein. Die Olaichang 
^ 8rab(tV) ist nicht einmal dann bewiesen, wenn U wirklich ein Potential 
at; die korrekte Fortsetzung ergibt nur (V;0» = >■ 
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za der Gleichung (2), die praktisch mit Gleichang (4) des vorigen 
PaiBgraphen gleichwertig ist Für die Anwendung bietet also das 
V;* keinen ersichtlichen Vorteil, ausgenommen gelegentlich die 
Kürze der Schreibweise. 

95> Homogene Vektorielder. 

Ein Vektor b heißt homogen verteilt und sein Feld heißt 
homc^en >), wenn b an allen Stellen desselben bis aof einen kon- 
stanten Zusatz ein und dieselbe lineare Vektorfiinktioo des von 
irgend einem Mittelpunkt aus gezc^enen Fahrstrahleg r ist. Der 
homogen verteilte Vektor kann demnach als 

» = «' + » -(1) 

ausgedrückt werden, wobei die Glieder von 9 konstant sind und c 
ii^end einen onveränderlicheu Vektor bedeutet. Wir nennen <fr 
den direkten Diatensor, kürzer den Diatensor des Feldes. Sind 
1 und 2 zwei verschiedene Orte des Feldes und werden die Vek- 
toren entsprechend markiert, so folgt aus (1): 

B,-», =0(r,-r,). (2) 

Der Unterschied zwischen k, und Di hängt also nur von der Länge 
und Richtung des Abstandes r, — r, ab, nicht aber von der Lage 
seines Anfangspunktes 1. Diese Eigenschaft und die Gleichung (1) 
bedingeo einander offenbar gegenseitig, so daß man beliebig eine 
von ihnen als Definition des homogenen Vektorfeldes benutzen 
kann. 

Sind und m zwei verschiedene Anfangspunkte und wird 
der Abstand o — mit t| bezeichnet , heißt femer t der Fahr- , 
strahl von nach einem Punkte 1 und t' der Fahrstrahl von o 
nach demselben Punkte 1, so ist 

0r + e = *(t' + t.) + e, (3) 

und da 9i, ein konstanter Vektor ist, setzt sieb <Z*Ci mit t za 

einem neuen konstanten Vektor t' zusammen, so daß sich ergibt: 

«t = <Pt' + e' (4) 

') In der Physik beschränkt man nioht aeltan die BezeiohnaDg .homogen" 
auf Felder, welche die Bedingung V = consl erfüllen, AI» Bei«piel eines 
Feldes, welches in dem weiteren Sinne des § 96 homogen ist, denke man 
etwH an einen Mastenpnnkt fi, der im Inneren eines homogenen, im all- 
gemeinen aber anisotropen Körpers elastischen Kräften unterworfen ist. Dia 
Kräfte sollen im Gleicl^wicht sein, wenn ^sich an einer bestimmten 
Stelle 0, dem der Gleichung (7) zugrunde gelegten Mittelpunkt, befindet. 



D.smzectv Google 



§ 95. Homogene Vektorfelder. 201 

Das Feld von » iBt also für jeden beliebigen Anfangspunkt homogen 
und sein Diatensor ist fUr alle Anfangspunkte der gleiche. 

tiUt für einen vorgeschriebenen Anfangspunkt die Gleichung (1) 
mit einem bestimmt Torgeschriebenen Wert von t, so kann man 
offenbar in Gleichunj; (3) den Wert r, so bestimmen, daß e* ver- 
schwindet. Die Bedingungen hierfür sind, wenn or,, ^,, e^ die 
Koordinaten von et, und ;= Ojn, 6, c}, 

t>.Xt+byth + h,e^ == —CyA (5) 

CtXi +Cyi/y -|- c,Ä] = — e, .j 

Die Determinante dieses Gleichungssjstems ist das zu <Z* gehörige 
Sg. Man erhält also: 

i — e^ üg a, 

y^ a^i = — By by b, usw (6) 

I — e, Cg c. 
Es folgt: Im allgemeinen hat das homogene Vektorfeld einen 
ausgezeichneten Punkt, den „Mittelpunkt". Wählt man diesen 
als Bezugspunkt, so verechwindet der zusätzliche konstante Vektor 
der Gleichung (1) and das Feld wird beschrieben durch 

B = <&r (7) 

Der Mittelpunkt rückt offenbar ins Unendliche, wenn S, = 0. 

Wir nehmen im folgenden an, <S sei vollständig und das Feld 
sei auf seinen Mittelpunkt reduziert. Dann ist 

Vx ^= OxX -'j- üyi) -\- a,s, (8) 

also, da die Glieder des Diatensors konstant sind, 

-— = a,, r^— = n„ usw (9) 

Die Glieder von ^ stimmen also überein mit den Gliedern des 
zugehörigen derivativen Diatensors ß, in § 93. Es folgt, daß alle 
dort ausgesprochenen Sätze erhalten bleiben, wenn man ßg durch <P 

ersetzt 

Wir bemerken über die Einzelfälle noch folgendes: 
I. Ist O ein Tensor, also D ein Potentialvektor, so wird man 
die Koordinatenachsen in die Tensorachsen legen. Dann kann o 
an jeder Stelle des Feldes mit Hilfe eines „Ellipsoids" konstruiert 
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werdeD, dessen HauptacbBen parallel cteo Koordinatenachsen sind. 
Sind ((, b, c die Konstituenten Ton (P, so ist 

tt = axi + byi + cet, (10) 

und wenn — U das Poteütial von tP ist, so ist 

ü = l(ax» + by» + cz^) (11) 

Die drei Scharen der |-, »j-, g-Linien (§ 93, Bemerkung a) redu- 
zieren sich auf Parallelen zu den Koordinatenachsen. 

IL Ist zweitens «S ein Äntitenaor, » ein quellenfreier Vektor, 
so sind die ^-Linien Gerade, da die Glieder toii O im homogenen 
Felde konstant sind. I,egt man die Achse der x in die lUcbtung 
von 1^, so stehen die »-Linien senkrecht zur Achse der x und zu r, 
sind also sämtlich parallel mit der ^^-Ebene und zugleich lot- 
recht auf r. Ihr Sinn ist dadurch bestimmt, daß |, r und ti in 
dieser Anordnung ein Rechtsäjstem bilden. Ihre Länge ist gleich 
dem doppelten Inhalt des zwischen r und tx eiogeschiossenen 
Dreiecks. 

Zugleich aber ergibt sieb folgendes: Ist die Achse der x in 
die Richtung der f| gelegt, so ist if ^ hi und der Antitensor 
reduziert sich auf 

10 
—h (12) 
Oh 0. 
Dies zerlegt sich in die beiden Faktoren X und T, wenn 
man setzt: 

[10 fO 

y=|o — 1 T'=jo A 0... (13) 

(o 10, [o h. 

Die Potentialfunktion — ü, welche dem Tensor T entspricht, ist 
nach Gleichung (11) bestimmt durch 

V=lkiy^ + z% (14) 

ihre Niveauflächen j/^ -(- «^ ^ co„g( gißj Kreiszylinder, deren Achse 
in die Achse der x fällt." Die zu it^end einem Punkt 1 gehörige 
Vektorlinie Tt = u ist das Lot von 1 auf die Achse der x. Die 
Vektoren u sind also sämtlich der y2-Ebene parallel, wie es der 
Planarität von (12) und (13) entspricht. Entsprechend der Be- 
merkung c) des § 93 erhält man also durch die proximale Multi- 
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plikatiou mit T zuuächst Potentialvektoren. Die ti ergeben sich 
aus diesen, wenn mau sie mittels des Versors X dreht. Nun ist X 
ein Versor um die Achse der x, dessen Drehungswinkel der Be- 
dingung sin g> = 1 genügt. Es werden also die sämtlichen Vek- 
toren u parallel zur j^-Ebetie um einen rechten Winkel gedreht 
und ei^eben dann die Vektoren u. Man sieht leicht, daQ dieses 
Ergebnis mit demjenigen der direkten Konstruktion des Vektor- 
produktes [I|l)] übereinstimmt. 

96. Ersatz eines Vektorfeldes darch ein Dialensorfeld. 

Das Feld eines veränderlichen Vektors kann offenbar dadurch 
ersetzt werden, daß man einen konstanten Vektor mit einem 
veränderlichen Diatensor multipliziert. Der konstante Vektor 
heiße e, es sei also der Vektor u, dessen Keld beschrieben werden 
soll, bestimmt durch die Gleichung 

B = <I>e, (1) 

welches für (& ^ (P {ii,b, cj gleichbedeutend ist mit 

. = (..)i + (a.)i + (.e)I (2) 

bei veränderlichen n, 6, c. Bildet man zunächst die charakteristi- 
schen Größen von B, ao ergibt sich folgendes: 

L Divergenz. Aus Gleichung (2) folgt: 

*.. = «4'5) + i<'J)+^iD (3) 

ox cy 6e ' 

Bildet man andererseits mit Gleichung (7) des § 90 das Produkt 
aus dem Formaldiatensor V<P und dem Vektor t, so ergibt sich: 



VO.t = ■ 
das ist 


(Vo..e.+ Vo,.f,+ Va..».)! 
+ CV4,.«.+ VS,.t,+ V4..«,)j • 
-1- (Vc. .«.+ Vc, .<•, + Vc, .e.)l; 




Ä"-'- + ■"'' + »■'■' 


VO.t = 


+ ~ll>,e. + l.e, + b.c.) 




+ ^(c.u+c,e. + c.e.). 



■ (4) 



■ (5) 
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Hier stehen anf der rechten Seite dieeelben Werte wie in 
Gleichung (3), also ist 

divtt = V^.e (6) 

ist queUenfrei, wenn divttc ^= divte = divtc = 0. 

IL CurL Aus Gleichung (1) folgt unmittelbar: 

„ri._/'8(") 3(le)\ /8(.e) 8((.)\ | 

/8(te) 8(..)\ 
■•"V dx iy r J 

Stellt man hieraus die Faktoren von e, zusammen, so erhält man 



(7) 



(9) 



_8_ 

de 



Das ist citri Sc; mit zyklischer Fortsetzung folgt: 

taii» = e^tuxlac + eycutlbe+e.mvlcc; .... (8) 
b ist wirbelfrei, wenn die Kolonnenvektoren iic, i^ fc einzeln 
wirbelfrei sind. 

III. Derivativer Diatensor. Aus Gleichung (2) folgt: 
dVi _ d(at) dv^ _ 8(ne) 1 

dx dx '' dij dy ' \ 

dz dT~ ^^^' \ 

und es liegt auf der Hand, wie mit diesen Größen der derivative 

DIateneor St, sowie die Deformation und der Curl von zu bilden 

sind. Für Divergenz und Curl ergeben sich wieder die Gleichungen 

(3) und (8). 

Ist der Vektor v als Funktion der Koordinaten gegeben, etwa 

in der Form 'Pr, so bestimmt sich der Diatensor <P sehr einfach. 

Es sei 

V =.[''■ '" '■■ n„d 4 = |°- "' "■ . .(10) 
[iy, usw. [bx usw. 

Dann muß, wenn beide übereinstimmen sollen, 

a^Cj; = t^^x, QyCy = tx^y usw. (11) 



-^ _tj,yy 



.(12) 
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sein. Die Gleichmigen (12) verBagen also, wenn eine der Größen 
ex, By oder e. Null ist Der konstante Vektor c darf nicht so 
gewählt werden, daß er in eine der KoordinatenachBen oder -ebenen 
fällt; im übrigen kann er beliebig gewählt werden. Dann liefera 
die Gleichungen (12) die Glieder von <I>. 



Viertes Kapitel: Orthogouale krummlinige Koordinaten. 
97. EinfOtaning. 

Kmnunlinige Koordinaten könnea unter Umetänden für die 
Formulierung von Grenzbedingungen ron erheblichem Vorteil sein 
und werden deswegen in physikalischen Rechnungen häufig ver- 
wendet. In den meisten Fällen benutzt man orthogonale krumm- 
linige Koordinaten, wir beschränken daher die Betrachtung auf diese. 

£s sei ein System von krummlinigen Koordinaten u, v, w 
gegeben, die an jeder Stelle des Kaumes aufeinander senkrecht 
stehen und rechtshändig angeordnet sind. Von einem gerad- 
linigen rechtwinkligen Koordinatensystem der ce, y, z gebt man 
zu den u, V, MO über mittels dreier Gleichungen: 

^ ^ A(«.''.«').] 

j, = /-,(«,f,«;), (1) 

^ = A(«-«,«').) 

Setzt man in diesen w konstant, so stellea die Gleichungen eine 
Fläche dar; setzt man gleichzeitig v ^= const und w = const, so 
erhält man die Schnittkurve zweier Flächen, auf der u allein sich 
ändert. Das Linieuelement dieser Kurve habe den pseudoskalaren 
Betrag ds„, und wir ordnen ihm an jeder Stelle einen Einheits- 
vektor i' zu, der die Richtung der positiven ds„ haben soll. Das 
mit Richtung gedachte Linienelement heiße dSu, so daß d&u 
gleichbedeutend ist mit t'rfs«. Es hat nun der DifEerential- 

ds 
quotient -r-^ irgend einen skalaren Wert e^, der eine Funktion 

der Koordinaten ist. Das gleiche gilt in v und w. Man erhält 

also die Zusammeustellung: 

dSu = e„du, ds„ ^= e„dii, ds«, = e^dw, . . (2) 
welche gleichbedeutend ist mit 

d8„ = c„dM.t', d», = e„dv.i', ds„ = f«,rfw.f. . . (3) 
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dj oder i 


dn oderi 


(Ij oder I 


dj8„ oder i' 


i, 


1. 


1. 


d8.oderi' 


f»i 


fit 


f't 


(/«„oderf 


". 


-■ 


«. ■ 



Die Elemente rfS«, dSc, dä„ stehen senkrecht aufeinander, bilden 
also mit den Elementen f/|, fjq, d^ Winkel, deren Kosinas ge- 
geben seien durch das Schema: 



(4) 



Es ist gleichgültig, ob man hierin die gerichteten Elemente oder 
die EinheitsTektoren, welche ihre Richtung angeben, einführt 

Die il, ji, V findet man in den einfacheren Fällen leicht aus 
der geometrischen Anschauung. Allgemein erhält man etwa die 
il aus den Gleichungen (1), indem man die Schnittlinie, auf 
welcher « allein variiert, in x, y, z darstellt und die Kosinus der 
Winkel, welche ihre Tangente an der untersuchten Stelle mit 
den Achsen der x, y, s bildet, danach bestimmt. Die jt und i' 
finden sich analog aus den beiden Schnittlinien, auf welchen t> 
und M) allein Tariieren. 

Nach dem Schema (4) ist 

dx = A, e„dM + fiiC„d« + j'ieu.rfw, 1 
dy = Ageu(/M + (:ije„dt;-f i'je„dw, 1 ■ • ■ ■ (5) 
dz ^ AjeudM 4- y^^e^iv -\- v^e^dw.) 
Hieraus folgt durch Auflösung; 

e„dw =^ k-^d X ■\- k-^dy -\- X^d e,\ 

e„rfv =^,dx + fiädj/ + (/jdÄ,i (6) 

e„dH)= V, (/ar+i-adiz + Vsd^.J 
Für das Linienelement u%, welches den Punkt u,v,w mit dem 
Punkt M-l-dw,f + (/«,w-)-dtf verbindet, ergibt sich: 

de = p„dMi' + e,rft)i'4-e„dwr, (7) 

und hieraus durch Quadrierung: 

dsä = eJ'fiMi + e„*dt!i» + e„'difä (8) 

Da dasselbe Linienelement gleichzeitig die Komponenten d;, d^, dj 
hat, läßt sich diese Gleichung schreiben: 

dx^-^-dy^-^dz'^ ^=e^dv^Areidv^-\-e^dw\. . . (9) 
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und damit ist das Mittel zur Bestimmung von e„, Cv und ?„ ge- 
geben: Bildet man mittels der Gleichungen (1) die Gleichung (9), 
80 sind die Koeftizienten Yon du\ rftt* und dw' in dieser Glei- 
chung die Quadrate tob »■„, fp, e„. 

1 Zylinderkoordioaten 



Die Flfiche r = const ist ein Kreiazylinder, deaaen Achse in der ^-Achse 
liegt, y := eonsl ist eine durch die ^-Achse gehende Halbehene, i = canst 
eine Ebene parallel xy. Differentiiert man die vorstehenden Gleichungen, so 
erhält man leicht 

dx' + dy* + dz* = dr' + r'dq.'-'rdi', 
und die drei Inkremente dr, rdg-, d; stehen rechtshändig zueinander, 
wenn ifi von x naoh i/ hin gezählt wird. Sie sind also richtig angeordnet, 
'wenn man r und x, <[ und y, z und z als einander entsprechende Koordi' 
natön anaieht. Nach dem Obigen ist nun 



ds^ = dr. 






: dz. 



Setzt man y und z konstant, bo hat das Inkrement dr die Richtung 
senkrecht zu z. Die Kurve s^ ist atto eine Gerade, welche senkrecht auf der 
i-Aohee steht. In den Gleichungen für x und y ist cos 14, und stn </> als Iconatant 
anzuaehen, sie ergaben also durch Differentiation -5^ =: cosi/, —^ = sin if. 
Außerdem steht a^ senkrecht za z, also folgt 

Oj = cos (c, ia — stn ff, Jj = 0. 

Setzt man z ^ const und r := eonsl, so ist in r cos (p und r »in <f> das r 
als konstant anzusehen, und es folgt x'-]-y' = r'; die Kurve s„ ist ein 
Kreis vom Radius 1: Das Element ds„ dieses Kreises macht mit der Achse 
der X bekanntlich den Winkel ifi-\- -äi niit der Achse der y den Winkel q> 
und steht senkreeht auf £. Also wird 

;j, = —sinip, fi^ = cosif, .u, — 0. 

Setzt man endlich r und «p konstant, so bleibt als dritte Kurve s, eine 
Gerade parallel zur j^-Achae. Damit wird ofienbar 

Vi = 0, J-a = 0, .-a — 1. 





i 


i 


I 


i' 


COS<p 


3!»^ 





j' 


— sin ip 


COBV 





V 








' 
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Aus Gleichung (5) 


ergibt sich: 




S — 


lf = -. 


!£=-. 


||=v., 


1:='-- 


^:=-. ■■■(■0) 


8» 

8-i = '■'■■ 


11=-. 


ii=-. 


oder, wenn man abkürzend 7j für Ai c«, 
schreibt: 


/j für i, c„, 1% für ft, «, usw. 


i:='" 


!-:=•».. 


8^:=".. 


11='.. 


8» ■„ 

8» ~ " 


f:=-.. •••('» 


l-:^'.. 


8« 

8i = "'- 


8^ = - 



Die A, ft, v müssen den bekannten Orthogonalitätsbedingongen 
genügen. Daraus ergeben sich folgende Schlüsse: 

I, Bedeutet das Zeichen ^] eine Sumroierung über die drei Wert« 
f := 1, 2 und S, 80 folgt &XU 

2/..'. =2'.'. =S»,/.. = o. 

daß HQch 

2-.". =2".'. =2'.-.=»- (12) 

Da ferner ä-— ä- = ^ j usw., bo ergibt »ich aae (11): 
dl, d»», dm, __ dn, dn, _ dl, 

dv = ~d^' "dTT = "d7' "dir = "?i^' ■ ■ ■ ^^^^ 

2 dl, 
I, -^ — Aufgelöst Untet derselbe 

^] e„ X, 3- («u iL,), nod damit ergibt die direkte Differentiation 

de„_-, _— dX, 
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Da nun ^] 1,' ^ 1 und die Große unter dem iwaif en Suromenaeichen der 
Differentialquotient von -^ ^^ X^, aleo Null ist, so bleibt 
_, dl, de„ 

S''-dV='"^ <»> 

Nach der ersten Gleichmig (13) ist aber 

und wenn man hier die Diffareotiation aof der rechten Seite auaführti 



erhält man: 


'.'.S'-^^+S-.'.".^- 




Hier ist die zweite Summe wieder Null, also bleibt 




Der Vergleich t 


an (1&) mit (14) ergibt: 










Zugleich ist wegen 2^-"» = ** ^"°*' 2^«"5^ = 
man echließlieh erhat: 





Indem man dsa gleicbe Verfahren aui die übrigen Größen der Gleichnng (12) 
anwendet, findet man die folgende Zusammenstellung : 

Sä', ^ S^ 

^ "-, -r^ , ä". 1 ä«. 






-2" 



Budde, Tenioren n, D;iidi 
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U. Wir setzen nna abkünend: 
Durch direkte DiSereutiation erhält man: 



2'.- 



du 
de 






d/. dm. 



Hierin kann man nsch Belieben entweder die Werte 

erri«u Kolonne rechts durch diejenigen ersetzen, die ihnen nach (13) i 

dm. dn, dl, 
kämmen, oder man kann dasselbe mit den OröOen ^ — , ^ — , ^ — ans d 

da 00 dw 
xweiteu Eoloone ausfahren. So erhält man : 



dl. 



ä'. 



"5¥ 



■5T 


=S".w'+2' 






findet sich leicht; 






"4 , ä/-. ,«/■. 

-57 + ^+317 = 


— — , dn, -^-1 dm. 






,^ dl. „„ d». 



äf. 






■ (22) 



»2». 4^-, 

Da nun /],, /), und /^ sämtlich Null sind, so ergibt sieh, &a& die 
^] in (22) alle Nnll sind. Femer ist leicht ed sehen, daß, wenn 



2'.. 



;, auch ^ 1, -^ = sein muß , u 

2'.fe=2'/^ = ».| 

■r:^ ■", ^ '»'■. „ 
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§ 9T u. 98, Krummlinige Koordinaten 



Man bemerke, daß ia jedem Posten der GleiohuDgeu (16) je zwei, in jedem 
Posten der Gleichaagen (23) dagegen alle drei Koordinatenriehtungen ver- 
treten sind. Die oft nützlichen Beziehungen, die von R. H. Weber herrühren, 
sind nn den Zylinderkoordinaten leicht zu verifizieren. 

Wie obeo gezeigt, ist 

dsu = e„clu, ds„ = e^dv, ds„ ^ e„dtv. 
VoD den Flächenelementen , welche ein Elementarparallelepiped 
begreozen, heiße du„ der Betrag desjeDigen, welches die beiden 
Seiten ds, und ds„ hat usw. Demgemäß gelten für die skalaren 
Inhalte dieser Flächenelemente die Formeln: 
de„ = ere„dvdw, da„ = e^e^dwdu, d6„ = e^e^dudv^ (24) 
und der Inhalt dB des Elementarparallelepipeds ist 

dS = e„e„e„üiMdvdMi. (25) 

98, Vekforen in krummlinigen Koordinaten. 

I. Komponenten. Irgend ein Vektor Ä ist im System der 
a:, % e als li, mj, nt gegeben, wo (, Mi, n Skalare sind, die man 
gewöhnlich Ax,Ag,A, nennt. In u,v,w ist t durch K^' -\- (iji' -\- v^V 
zu ersetzen usw. Man erhält also: 

A„ = A, A + ^i^s + As^,,] 

A^= HiA^ + liaAy + ti^A.A (1) 

A„ = ViA^+v^tAy + v^A.,} 
oder 

Ä.^Ä.^p + Ä.^ll + A.'^l^. . . .(2) 

e„ dw ' ^ e„ dto ' 'e„ 8«; 
In Zjrlinderkoordinaten z. B. wird 

A^ := A^cosgi-\-AySinip, 
A = —A^sinip + A^cosgi, 



II. Produkte. Wegen der Rechtwinkligkeit der Komponenten 
bleibt die Definition des skalaren und des vektoriellen Produktes 
erhalten: Sind 31 und 8 zwei Vektoren, so ist 
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Krummlinige Küordinahn, Vektorft 



(«8) = A. H. + Ä,B, + A,B^, 
[«»] = 
(,A,B. - A.B,)V + {A.B. - A.B,)f + [A.B.- 

IIL GradieDten. Ist ü ein Skalar, so ist: 

_ et; _ 1^ iiJ., 

dV., 



A,B.)r. 



grabet/' 
Brrt.P = 



Cd ÖV 



e.'dw 



(3) 

I« 



(5) 



Igt it die Richtung des maximaleii Anstiegs von U, so ist grakn^ 
= grak [7 schlechthiD, und 

flMb[/ = 9ta»ut/ + jr«*„?7+gt«li„K .... (6) 
IV, Divergenz, Die Divergenz des Vektors Ä wird bekannt- 
lich definiert als der Quotient aus dem Oberflächenintegral von Ä 
über die Oberfläche eines Körperelementes und dem Inhalt dieses 
Pjg 6 Elementes. Nehmen wir 

als Element das am 
Schluß des Torigen Para- 
graphen erwähnte Ele- 
mentarparallelepiped und 
betrachten zunächst das 
Flächenpaar desselben, 
welches senkrecht anf u 
steht, so hat jede dieser 
beiden Flächen den Betrag ete„dvdw, vgl. Fig.6, wo 0243 die 
erste, 15 7 6 die zweite dieser Flächen darstellt-. Auf 02 43 hat 
das Oberflächenintegral offenbar den Wert — {Aae,eadvdu>)u', 
auf der entgegengesetzten Fläche ist der Wert + {Auet,eu!}vdw)u.^du, 
also liefern die beiden betrachteten Flächen zu dem Oberflächen- 
integral den Beitrag 

p— {Au e„ e„} dudvdw. 
Die beiden anderen Flächenpaare liefern die Beiträge 







K^ 




-" 








» 


,,-'' 




/" 










^r-(Ageu,e„)dudvdw 



- (Au,Cu&v) du dv dw. 
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Krummlinige Koordinaten. 



Somit wird nach Division mit dem Volumen e„e„e«,d«dwdw: 

cu ^ f^tp I^CM Ci? CW J 

Für den Fall, daß S ein PoteutialYektor mit dem Potential — Ü 
ist, ergibt sich daraus: 

div gi«li f = ] 

1 i d /e^e^ dU\ d /e,e„ dU\ d /e»e, i^P\) I (8) 
e„e„««\0«\, f„ ÖM/^tfwV e, dv)~^dw\e^ 8»//'! 

V. Curl. Der Curl von 9( ergibt sich analog dem Vorigen, 
wenn man die Definition „der Curl ist gleich dem Qnotienten 
aus dem über die Umrandung eines Fläcbenelements genommenen 
Linien integral von 91 und dem Inhalt des tlächenelemeutes" auf 
ein Flächenelement des Parallelepipeds der Fig. 6 anwendet. Man 
ündet leicht: 



cnrl« « = 






tnrl a = «rl. a + cutl. a + nitl„ «. 



(9) 



.(10) 



99. Diafensoren in krummlinigen Koordinaten. 

Ist ein Oiatensor im System der x, y, z durch seine neun 
Glieder fxx, /^v usw. gegeben, so ist für die Transformation aaf 
u, v^ vo die allgemeine Transformationsformel des § 18 und 41 
auf ihn ohne weiteres anwendbar. Es findet sich, wenn der trans- 
formierte Diatensor *' heißt. 



(1) 



^1 i"a /'s-l^'yi+^'nv+^s'v»' /'i'ki+''2'!(k+.''s'h' ''i'v^'''''aVw''"''aV' 

•■l "a »"B (^l'.»+^'.K+'''B*..' ^l'»^+''2'*|,+,''3',,' »':'.i+''s',s+''8'.,, 

wo die X, fi, V nunmehr aus dem Schema (4) des § 97 zu ent- 
nehmen sind. 
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214 § 99. Krvmmliniffe Koordinatfit, Diatentoren. 

Wir woUen mittele dieser Formel den deriTatiren Diatensor 
eioes Vektors % in u, v, w ansdrücken. In x, y, 3 Bind die Glieder 

des derivatiTen Diatensora, wie bekannt, -^^j ^^ naw. Damit 

dx dy 

werden die beiden ersten Glieder Ton i2«; 



ex 



L -x.{i ^-^--i-i ^'^"-i-j ^"^^ 



+ ^^'^+'■17+'' 



dA,\ 



, , / dA. , dA, , »AA 

'"• = '■ (,''■■8^+ ''■-87 +"111-) 

, , / iA, , dA, , dA,\ 



■ (2) 



(3) 



' 8» ^••' dy 

Multipliziert man Gleichung (2) mit e„, Gleichung (3) mit e, 
und bedenkt, daß nach §97, Gleichung (10) c„Ai ^ ^ nsw., so 
erhält man 

■V.--V«' w 

.^ + A.?/- (5) 

Hierin ist nnn 

Ai =: kl A„ + Hl Ä, -\~ V^ Äy,, 

Ay = Ajj4„ + fii-At + Vj-ila, 
zu setzen. Führt man dies aus, so erhält man zunächst für <„„: 



+A.^Ki^+A,j:>,y^^A.^Kf:- 



In dieser Gleichung verschwinden der zweite, dritte und Tierte 
Posten rechts, und wenn man auf die übrigen die Gleichungen (18) 
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Krummlinige Koordinaten, IHatemoren. 



des §97 anwendet, erhält maD nach Division mit €„ die erste 
der nachfolgenden Gleichungen; die zweite ergibt sich durch 
Ausrechnang auf dem gleichen Wege, die übrigen folgen zyklisch: 

_dA„ A de. 



tu, — - 



^ ^ 8X A^ df^ 






(«„ = 



8A A 3e„ Au 8e, 
Cb^v e„ e„8w e, e„8w' 

" eudw €„ f,8ii' 

" c„8m c„ e„8ic' 

3J«, A 8cv 



_ 9A A 8e» A 8fi» 
""" «„eMi' e„ e„3M c„ e^dv 
Der derivatiTe Diatensor Ä« hat die neun vorstehenden 
Glieder. Aus diesen werden die Divergenz, die Deformation und 
der Antitensor von 91 nach den in § 93, Satz I, II und III, aus- 
gesprochenen Regeln gebildet, und es gelten auch die weiteren 
Bemerkungen desselben Paragraphen. Die Identität der in § 98 
gegebenen Ausdrücke für Divergenz und Curl mit denjenigen, 
die aus den vorstehenden Gleichungen folgen, ergibt sich sofort, 
wenn mau die DifFerentiationen in den ersteren ausführt. 
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Zweiter Abaehnttt. 

DieYoigtsche Ableitung des Tensorbegriffes 
und die selbständigen Tensoren. 

Erstes Kapitel: 

Die Voigtsche Ableitung des Temiorbegrifibs. 

lOO. Der Einzeltensor. 

Eid Vektor hat Betrag und Richtung, welch letztere in einem 
rechtwinkligen Koordinatensystem der x,y,z durch drei RichtungB- 
kosinuB «1, Kg, o, bestimmt ist. Gibt tman den os umgekehrte 
Vorzeichen, so kehrt sich die Richtung des Vektors um. Die 
Betrachtung yon deformierenden Bewegungen und Kräften führt 
nun zu der Wahrnehmung, daß Größen existieren, die nicht durch 
einen Betrag und eine Richtung, sondern durch einen Betrag und 
eine Doppelrichtung charakterisiert sind. Den einfachsten F'all 
dieser Art hat man Tor sich, wenn man sich vorstellt, eine 
homogene Strecke werde, ohne daß die Lage ihres Schwerpunktes 
sich ändert, nach ihrer Doppelrichtung gedehnt Für diese Deh- 
nung sind dann die beiden entgegengesetzten Richtungen, nach 
welchen sie stattfindet, offenbar gleichwertig. Während man 

1 Vektor anschaulich durch eine Strecke mit Pfeilspitze 

darstellt, kann das für die Dehnung durch eine Strecke 

mit zwei Pfeilspitzen geschehen, die 

zu zeichnen sind, je nachdem es sich um Verlängerung oder um 
Verkürzung handelt. Man kann den Doppelpfeil zur vollständigen 
Chiu'akterisierung der Dehnung benutzen, indem man ihm die 
Doppelrichtung der Dehnung und zugleich eine Länge gibt, welche 
dem Betrag der Dehnung entspricht. Die doppelt gerichtete 
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§ 100. Voigtsclie Ableitung, Einzeltensor. 

Größe, welche die Dehouiig einer Strecke darstellt, 
eisen Einzeltensor. 

Die im ersten Teil behandelte reine Deformation ist bis hierher der 
einzige Fall, in dem wir einen zugleich voratellbaren und in seinen Eigen- 
Bshaften gut bekannten Fall von Größen, die durch Betrag und Doppelrichtnng 
beatimmt sind, vor uns haben. Bis zur Emähnnng des Gegenteils werden 
wir also die Eiörterungen dieses Kapitels an den Fall der reinen Deformation 
anschließen und die zu untere uchenden Größen zunächst als Deformationen, 
solange vom Einzeltensor die Rede ist, als einfache Dehnungen TorstelleD. 

Einen Vektor zerlegt man in Komponenten nach den Ko- 
ordinatenachsen, indem man ihn mit seinen Richtungakosinus 
multipliziert. Für den Einzeltensor iBt eine derartige Zerlegung 
nicht zulässig, weil die Zweideutigkeit Beiner Richtung dabei nicht 
zum Ausdruck kommeo würde. Das letztere kann nur geschehen, 
wenn man für die Zerlegung des Einzeltensore gerade Potenzen 
der Rieh tun gskosinüa verwendet, weil dann die Beatimmungsstiicke 
unverändert bleiben, wenn die a entgegengesetzte Vorzeichen an- 
nehmen. Im einfachsten Fall, der eben der Tatsache entspicht, 
daß es sich am zwei gleichzeitig entgegengesetzte Vorgänge 
handelt, wird man die Kombinationen zweiter Dimension der 
Richtongskosinus benutzen, also die Größen a,-, «./, a^^, «jafl, «g«! 
und «,«1. Ein Einzeltensor heiße re und sein skalarer Betrag 
sei p, er dehne eine gegebene Strecke, welche die Richtungs- 
kosinus «,, «ai "s besitzt, in ihrer Doppelrichtung. Wir können 
ihm dann im System der a*, y, z sechs Bestimmungsstücke zu- 
Bchreibeu, deren Beträge wir p^x, p^y usw. nennen, und die 
bestimmt sein sollen durch die Festsetzungen: 

p^, = afp, py^ = a^p, p„ = «/j), ... (1) 

p^, = «,«31), f.„ = as«iP- V^y = «i«sP- ■ ■ C-i) 

Die drei ersten in Gleichung (1) formulierten Größen heißen 
Bestimmungsstücke erster Art, die drei anderen solche zweiter 
Art. Aus (1) und (2) folgen unmittelbar die Gleichungen; 

für das erate Tripel: 

P^<c+Pyy + P,. = P, (3) 

«,= :«;:«/ = pxx:p»„:i'„; (4) 

für das zweite Tripel : 



l!A^P-y__i^P-yPy±>PiL-P' 
P^y 
I 1 1 



Pi. P,^ ^ P.y ^' ^ ' 

.... (6) 
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218 § 100 u. 101. Einzellengt/r, Traneformatiim, 

Man sieht, daß im Fall des Einzelteil sors jedes einzelne der 
Tripel genügt, um den Betrag und die Doppelrichtung von x zu 
beBtimmen. Das liegt in der Natur der Sache, da der Einzel- 
teosor durch seinen Betrag und durch die beiden Winkel, welche 
seine Doppelrichtung festlegen, gegeben ist, also nur drei Be- 
stimmuDgBstiicke besitzt. Fällt der Einzeltensor in eine der 
Koordinatenachsen, z. B. in die Achse der x, so wird «j = I, 
Oj ^ a, ^ 0. Es verschwinden also die drei Bestimmnngestücke 
zweiter Art sämtlich, während TOn deuen erster Art eins übrig- 
bleibt. Hierin liegt ein charakteristischer Unterschied zvischen 
den beiden Tripeln. 

101. Transformation de> Binzeltensors. 

Ist I ein Tom Koordinatenanfang aus gezogener Fahrstrabi, 
der in die Doppelrichtung Ton je fällt , und ist z, y, s der End- 
punkt Ton r, so ist +ar = a,r, ■V_y = Ojr, +^ = Ojr, also: 

X* = K^r», j/* = a,V», :eä = a*r», ... (1) 

yx = «(«a'^i «« = ajOjr*, ary := ot^a^rK . . (2) 

Die Koeffizienten von r> in diesen Gleichungen stimmen mit 
denen von p in den Gleichungen (1) und (2) des vorigen Para- 
graphen überein. Daraus folgt offenbar: Die BeBtimmuDgBstücke 
eines Einzeltensors transformieren sich wie die Quadrate und 
Produkte der Achsenkomponenten eines Vektore von gleicher 
Doppelrichtung. 

Eine Verschiebung des Anfangspunktes kommt dabei ebenso- 
wenig wie beim Vektor zur Geltung, weil in die Definition beider 
kein Anfangspunkt eingeht. 

Gilt für das System der x, y, s und für ein zweites recht- 
winkliges System der |, i;, t das Kosinnsschema 





^ 


y 


: 


1 


«1 


«s 


«3 


•? 


A 


ft 


h 


t 


fi 


1t 


r„ 



80 folgt aus X ^ccj^-if- ßitj -\-Yit und g^=a,a; + o(ay + a,ir usw., 
daß man für die Transformation der Einzeltensoren ein Schema 
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der Koeffizientea aufstellen kaon, welches dem für Vektoi-en 
äbnlicli ist, bis auf einen gleich zu erwähnenden UnterBchied. 
Es lautet 





K. 


v„ 


■f.. 




n. 




A. 




P„ 


*!t 


».' 


«i 


"t 




«!«3 




o»«i 




«1«, 


f„ 


K 


ft' 


« 




Ml 




M. 




^.ü, 


PiC 


yi 


ri 


ri' 




YtYi 




Vari 




7.^2 


P,: 


hii 


ß.r. 


('s 73 


(ß 


f. + /'.»'.) 


iß 


r. + A)".) (ft 


i-. + ii.r.) 


fti 


yi«! 


b2i 


ya«» 


fr 


«s + ysaa) 


fr 


«■ + )■ 


«.) fr. 


«a+y!«i) 


"!, 


t^ 


«jft 


«j£. 


(« 


^. + ".W 


(" 


ft + «. 


ft) («,fc+«,/),). 



Bei Benutzung desselben muß man aber, wie die Ausrechnung 
TOD x^ UBW. zeigt, die einmal unterstrichenen Größen dann und 
nur dann mit 2 multiplizieren, wenn die Zeilen des Schemas in 
Anspruch genommen werden, und die zweimal unterstrichenen, 
wenn die Kolonnen in Anspruch genommen werden, z. B.: 

p.,; = ^i^iP^x + /3a)'aP»„ + ftnp„ + {ßtn + fty^p^. 

Darin, daß die Koeffizienten für die letzten Terme der Be- 
atimmuDgsBtücke erster Art mit 2 multipliziert werden müssen, 
liegt der eben erwähnte Unterschied. Das Schema für Vektoren 
kann in der gleichen Gestalt von oben nach unten wie von links 
nach rechts benutzt werden; man bezeichnet diese Eigenschaft 
dadurch, daß man es „orthogonal" nennt; das Schema für den 
Einzeltensor ist nicht orthogonal, aber wenn man die Multiplikation 
mit 2 im Auge behält, gleichfalls bequem zu benutzen. 

Nimmt man an, ein Einzeltensor falle in die Achse der |, 
sei also bestimmt durch die Gleichungen p^, ^j), jj ^p..^ 0, 
Bo wird nach dem obigen Schema: 

p^,: = a{p, pyy = «:Ip, p„ = «/iJ, . . (3) 

p„. =.«i,a»p, p„ = ag«,p, p^v = a,«aP. - ■ (4) 

d. h. die Transformation von einer in die Richtung des Einzel- 

tensors fallenden Achse auf ein beliebiges rechtwinkliges Ko- 
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220 § 101 «, JOj>. EiiizeUfneoT, Transformation. Spezie*. 

ordiBatensystem liefert die BestimmungaBtUcke des Einzeltensor» 
in diesem EoordinateusjBtem. Zerlegung nach den Koordiuatea- 
aclisen kann definiert werden als Transformation nach diesen 
Achsen. Mit einem aUbald zu erwäbnendea Vorbehalt kann also 
das Transformationsgesetz als das entscheidende Kennzeichen für 
den Ten Horch ar akter angesehen werden. 

102. Die Spezies des Einzeldiafensors. 

Wir bleiben bei der Annahme, daß die Doppelrichtang des 
betrachteten Einzoldiatensors in die Achse der | falle. Seine 
Wirkung besteht dann darin, daß er einen Vektor vop der Rich- 
tung + g dehnt, ohne ihn zu drehen. Dieselbe Operation läßi 
sich aber offenbar in der Ausdnicksweise des ersten Teiles dar- 
stellen durch einen auf die Achsen der |, rj, t, bezogenen Tensor 

j'ji 

r' = 1 (1) 

I 1. 
Transformiert man diesen nach § 6 auf das System der j-, y, e, 
so erhält man: 

U. = «?({{ + (3* + y>^\ + a?(tii - 1), 
'v, = 1 + «/(/Ji - 1), *..= !+ a,M'j£ - 1). 
'v. = «i«shi + ßißz + yaYü — «aWsCäi— 1), 
/„ = «, «, (iji - 1), h^ ^ «, «, ((£1 - 1> 

Setzt man hierin (|{ — 1 =^ p, so erhält man in z, y, e 

I1+«?J> «1«!?' «J«lP 

«1 «2 J) 1 -|- «jp «s«gP 

Es ist also 

T — n: + /; (2) 

jedes der Diagonalglieder von r ist um 1 größer als das ent- 
sprechende Diagonalglied von Ji. Das ist aber die Beziehung, 
welche ausspricht, daß t und n korrespondierende Tensoren sind. 
Es ergibt sich also der folgende Schluß: Man kann ein und 
denselben Einzeltensor auf zwei verschiedene Weisen darstellen, 
erstens als r nach den Grundsätzen des ersten Teiles, indem man 
ausdrückt, daß er als symbolischer Faktor einen Vektor in eine 
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§ 102 u. 103. Speik» des Eimeifenaora, Tensor. 221 

seiner homogenen linearen Vektorfunktionen überführt, zweitens 
R.ls n, indem man rein yon seinen TraDsfonuationseigeDSchaiteii 
ausgeht Tut man das letztere ohne weiteren Zusatz, so erhält man 
einen Additivtensor n, der mit dem Vevhältnistenaor t korreapondiert. 

Der Unterschied rührt daher, daß die Bestimmung ans den 
Transformation Beigen Schäften allein nicht ganz vollständig ist, daß 
sie TJelmehr noch eine additive Invariante zuläßt. Schon in 
§ 9 nnd 86 wurde darauf hingewiesen, daß die Transformations- 
eigenscbaften eines Tensors sich nicht ändern, wenn man ihm 
die Große nl zusetzt, wo n ii^end eine konstante Zahl ist. Auf 
Grund der bloßen Transformationseigenschaften kann man also 
X -\- nl für n setzen. Aus Gründen, die in der Anmerknng zu § 85 
bereits dargelegt wurden, interessieren uns nur die Wert« 1 und 
der Zahl n. Setzt man n ^^ I, so wird der Tensor durch r, seitzt 
raan n ^ 0, so wird er durch x ausgedrückt. 

Im Anschluß hieran können wir die beiden Einzeltensoren c 
und X in korrespondierender Form: 



(3) 



schreiben, und es gelten nunmehr für x die in Tdl II, Abschnitt 1, 
Kapitel 1 gegebenen Erwägungen. 

lOa. Tensor. 

Es seien nun zwei aufeinander senkrechte multiplikative 
Einzelten BOren der Doppelrichtungen | und t) gegeben; nennen wir 
sie T und z' und drücken sie mit der letzten Gleichung des vorigen 
Paragraphen in p aus, so ist in leicht yerständllcher Bezeichnung: 

11 + afp «iKaP agK,p 
«ittaP l + «ip «j«ap 

l + fJ.V ßiß^p' ß.ßip' 
ßiß,p' i + ß,'p' ß,ß,p' 

ß^ßiP' ß,ß,p' i + ßh'- 



«,> 


«,a,p 


«.«iP 


a,«,p 


«,> 


«,a,2> 


«,«,p 


»■«.l" 


«> 


1 + «?P 


«i«.P 


«.«■f 


".«.P 


! + «> 


«jMsP 


»,«,j) 


«2«8P 


1 + a'p 
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222 § 103. Tensor. 

Multipliziert mau nach bekannter Regel r mit t', bo findet man, 
daß die Tenne, welche pp' enthalten, sämtlich verschwinden, und 
es ei^bt eich: 

^^' = UiHP^hßtV' l + «ip + ß^p' «ia,p + ß^ß,p- (2) 

d. h. die operative Multiplikation von zwei aufeinander senkrecht 
stehenden Einzeltensoren, die beide in dem gleichen Koordinaten- 
system als VeThältnistensoren gegeben sind, vollzieht man, indem 
man die Glieder der entsprechenden Additivtensoren addiert und 
aiu diesen durch Addition von / wieder einen Verhältnistensor 
herstellt 

Dieser Satz läßt sich offenbar ohne weiteres auf drei auf- 
einander senkrecht stehende Einzeltensoren übertragen, denn die 
Multiplikation von tt' mit eioem dritten in die Richtung der g 
fallenden Einzeltensor t" vollzieht sich in derselben Form wie 
diejenige von t mit i'. Es ergibt sich also: 

rrV = jr-(-K' + a"4-7. (3) 

Das Produkt it'i" stellt in Gemäßheit dessen, was über 
operative Multiplikationen festgestellt wurde, drei sukzessive 
Dehnungen nach drei aufeinander senkrecht stehenden Achsen 
dar, es ist also ein Verhältnistensor T im Sione der im ersten 
Teil gegebenen Definition (vgl § 56 am Schluß). 

Die Summe « -j- jt" -f w" nennen wir einen Additivtenaor /7, 
und die Richtungen der t, ä', ji", welche mit denen der r, z', %" 
übereinstimmen, bezeichnen wir als seine Hauptachsenrichtungen. 
Die entsprechenden Größen p, p', p" sind die Beträge seiner Kon- 
stituenten. Es ist T = n + J. 

Somit sind wir auf dem Wege über die Transformations- 
eigenschaften zu den aus dem Früheren bereits bekannten Defini- 
tionen von Verhältnistensor und Additivtensor gelangt. 

Es ist darauf aufmerksam zu machen, daß die hier gegebene 
Ableitung sich zwar an die Vorstellung der dehnenden Deformation 
anlehnt, aber nicht notwendig mit ihr verknüpft ist Die Trans- 
formationen können ' auch gültig sein für Größen, die nicht 
Deformationen sind; darin liegt die größere Allgemeinheit, welche 
durch die Voigtsche Ableitung gewährleistet wird. 
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AuQardsm ergibt sich für den hier behnndelteii speziellen Fall die Be- 
merkung;; Die (operative) Multiplikation zweier orthogonalen Einzeltensoreit 
ist geonietriacli j;rleich bedeutend nicht mit der Multiplikation, Bondem mit 
der Addition der korrespondierenden Additi vi engeren. Das gilt aber in dieser 
Einfachheit dqt, wenn die Einzel tensoren aufeinander senkrecht stehen. 

AuB der Gleichung 77 ^ 3t -|- ä' + Jt" folgt, daß man be- 
rechtigt ist, die Einzelgrößen ar, ro', a" als Komponenten von /7 
zn bezeichnen. Daraus, daß in § 100 die HerBtelluag der Größen 
Pxxt pxy UBw. als eine Zerlegung aufgefaßt wurde, folgt ferner, 
daß man auch diese Größen in Analogie mit den Komponenten 
eines Vektors als Komponenten des Einzeltensors auffassen und 
somit schließlich die Glieder eines Additivtensors allgemein als 
seine Komponenten bezeichnen kann, wie dies von W, Voigt 
geschehen ist. Hier ergibt sich also für die Ausdehnung des 
Summenbegriffes auf die tensorielle Zusammenfiigung eine Be- 
gründung, die (vgl. §6) auf dem Boden der in § 1 gegebenen 
Definition nicht Torhanden war. 



Zweites Kapitel: 

Selbständige Tensoren und Diatensoren. 

104. Der Voigtsche Spannungstensor für homogen verteilte, 
im Gleichgewicht beBndliche OberilfichenkrfiHe. 

An den Anfang eines rechtwinkligen Koordinatensystems der 
x,y,z legen wir ein rechtwinkliges Parallelepiped mit den Seiten 



Fig. 7. 



(Fig. 7) 1 = a, 2 ^ 6, 3 = 
daß die drei Kanten a, h, c in die 
Koordinatenachsen fallen. Von je zwei 
gegenüberliegenden Seitenflächen des 
Pai'allelepipeds markieren wir die- 
jenige, welche durch den Nullpunkt 
geht, mit einem unten angesetzten 
Minuszeichen, die gegenüberliegende 
mit einem Pluszeichen, so daß also 
die Fläche 02 43 c6_, die gegenüber- 
liegende cb+ heißt. 

Es sollen nun auf sämtliche sechs Flächen des Parallelepipeds 
Kräfte wirken, und zwar nehmen wir an, diese Kräfte seien 




iflby Google 



§ 104. Voigischer Spannunggtermor. 



homogeii verteilt, d. h. so, daß auf jede Einheit ein und der- 
selben Fläche gleich große und gleich gerichtete Kraftanteile 
kommeQ. Dann kÖDnea die Kräfte für jede Fläche offenbar zu 
einer Resultante vereinigt werden, die im Mittelpunkt der Fläche 
angreift. Wird z. B. die Kraft, welche auf die Einheit einer 
Fläche be wirkt, mit y^ bezeichnet, so wirkt auf die ganze Fläche 
die Kraft hc^ usw. Man erhält daher, wenn mau auch die Kräfte, 
die auf eine negativ markierte Fläche wirken, mit einer Minus- 
marke versieht, die folgende, ohne weiteres verständliche Liste von 
Kräften und Angriffspunkten: 



Flä< 



£c+ 



Kraft: 



=;Ti 



kt: 



<ro_ 


<"">-, 


cot 


«»»+, 


ab- 


abp-. 


ab^ 


aSUt, 



(1) 



Wir stellen nun weiter die Bedingung, daß diese Kräfte an 
dem Farallelepiped im Gleichgewicht sein sollen. Das heißt, 
sowohl ihre Resultante wie ihre Momente in hezug auf die 
Koordinatenachsen sollen verschwinden. Die drei Achsenkompo- 
nenten Ton p+^ mögen der Reihe nach Pi„ (i^^, p^, heißen, die- 
jenigen Ton V-y heißen if-^^ usw. Dann ergibt sich 

erstens: die sechs Kräfte liefern 18 Komponenten, und wenn 
die Resultanten Null sein sollen, so muß sein 



»„ + !>-.. = 0, t,.+ t-, 
»., + 11-., = 0, »„ + »_ 
».. + f— = 0, f„ + »_. 



f„ + »- 



= 0,, 
+ »-,. = 0, . 
= 0;l 



•(2) 



zweitens: die y- und ^-Komponenten der sechs in Liste (1) 
aufgestellten Kräfte sind der Reihe nach: 
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icf-..y und bc^-x,, helf^^ und he^^,, 
ea^^yy und eay_y„ ea^^^ und ca^„ 
ah^-,y und ahJf-,,, abJf,y nnd abif,,. 
Werden also die Beträge ihreT Momente in bezug anf die 

Achse der x der Reihe n&cb mit X, , L^ usw. bezeichnet, so ist 

(p^. der Betrag von y^,): 

und durch Addition dieser sämtlichen L^ ergibt sich für das 

resultierende Moment unter Beräcksichtigung von Grleichang (2): 

L=ahe{-e,,~p.y) (4) 

Soll dieses, vie die Gleichgewichtsbedingung Terlangt, ver- 
Bchwinden, so muß mit zyklischer Fortsetzong sein: 

Pv'^P'v^ I'« = P«, J'-»=Pv» (5) 

Es bestehen also nunmehr zwischen den 18 Eomponenten- 
beträgen die 12 Gleichangen (2) und (5), so daß nur 6 tob 
jenen unabhängig sind. Nach Gleichung (2) sind die negativ 
markierten BJrälte durch die positiven mit bestimmt; sehen wir 
also die letzteren als bestimmend an, so sind die übrigbleibenden 
unabhängigen Größen die folgenden: 

Erste Gruppe. 
flj^, Angprüt Mitte he^, Richtnnfi {, bestimmt gIeiobKeitig)i_^^ Richtung— j, 



Zweite Urnppe. 

py, liegt in ea^, Riohtang j, bestimmt gleichzeitig: 

|i_^, in ca_ mit der Kichtnng — j, 



, Riobtong ;, bestimmt p_,^, if^, und ))_ 
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Wir fassen nun zonäcbBt die entgegengesetzt gleichen and ein- 
ander gegenüberliegenden Kräfte f),, und f^xx zu einer Span- 
nung «EI zusammen und mit zyklischer Fortsetzung: 

Vix und V-z' ZQ ^K> ^om Betrage P^z,] 

»., . K-» « »„ ^ « 1*«.] 

Eb bietet Bich hier die folgende Frage dar: Man aetze ii^nd zwei 
entgegengeietzt gleiche Vektoren U und — U zn eiaem Binzeltenior zuHammeu. 
Welches ist der „Betrag" diesei Einleiten aors? Soll man ibra den Wert, v 
oder den Wert 2 v zniohreiben? Auf dem Gebiete der rehieu Tensoren 
finden lieh keine Tatsachen, die zu einer Snttoheidnng dieser Frage Ver- 
anlaBBung geben; »okhe treten erst auf, wenn ee sich um Diatenaoren handelt, 
wo unter Cmst^den zwei Vektoren von entgegengeaetzter Richtung und un- 
gleicher Größe zuiammengeBetEt werden mÜBsen. Näheres in § 109. Hier 
lei vorgreifend bemerkt, daß man durch die Betrachtung der Diatensoren 
dazu geführt wird, 2v als den Betrag dei aui b und — U gehildeten Teneora 
anzusehen. Danaob ist P^^, ^= ^Vxx' ^uu ^ ^^vv """* ^n ^^ ^V,,- 

Femer: In F^. 8 sind die rier Kräfte, in deren Marken x 
und g auftreten, eingezeichnet Sie sind ofieuhar sämtlich senk- 
recht zur Achse der y und symmetrisch gegen die Gerade 4 5 



Fig. 8. 



gruppiert Zwei gegenüberliegende 
entgegengesetzt gleiche Kräfte, nie 
)i,x und 4>— (X, bilden offenbar ein 
Kräftepaar, ebenso f^^, und f— 4:>i 
und diese Kräftepaare haben gleiche 
Beträge, entgegengesetzteu Sinn, und 
die Achse beider hat die Doppel- 
richtung der y. Sie bilden demnach, 
wenn sie auf ihrer Achse abgetragen 
werden, einen axialen Fanzeltensor 
im Sinne des § 100. "Wir fassen sie 
demnach zu einem solchen zusammen, nennen denselben Ji,x und 
schreiben ihm den Betrag i',x zu. Verfährt man ebenso für die 
vier Kräftepaare, welche senkrecht auf ^, und für die weiteren 
vier, welche senkrecht auf x stehen, so erhält man insgesamt drei 
Einzeltensoren : 



, Betrag P^„ 
, r> P.x, 

, . P,y, 



Doppelrichtung der Achsen xA 



(') 
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Die Größen Xxi, ^yy, Jt,, sind die normalen oder Zagapan- 
Dungen der ElaBtizitätslehre, die Größen w^„ n,g, n^^ sind die 
tangentialen oder Schubspannungen, auch scherende 
Spannungen genannt Dem Begriff Spannung entspricht die 
Zweiaeitigkeit der n. 

Jedes « hat nun offenbar die Zweiseitigkeit eines Einzel- 
tensoiB. Dies legt die Frage nahe, Teiches seine Transfonnations- 
gesetze sind. Um dieselbe zu beantworten, wählen wir zunächst 
eine von den Flächen dee ParaJlelepipeds, etwa die Fläche hc^., 
aus und legen auf FtK.9. 

dieselbe (vgl. ■ Fig. 9) 
ein auendlich kleines 
Tetraeder auf, dessen 
drei außerhalb der 
Fläche be liegende 
Kanten im Punkte 
unter rechten Winkeln 
zusammenstoßen. Wir 
nehmen die Kanten 

Ol, 2, 03 zu Achsen eines neuen Koordinatensystems der ^,i], £. 
Die frühere Achse der x hat dann die Richtung eines Lotes ron 
auf die Fläche b c. Das KoslDUSSchema für die beiden Koordinaten- 
systeme sei das bisher benutzte. 

Der Flächeninhalt des Dreiecks 1 2 3, in welchem die Fläche 
bc das Tetraeder schneidet, heiße /, dann sind die drei Flächen 
23, 31 und 012 die Projektionen von f auf die Koordiuaten- 
ebenen der tj^, £|, |t], also ist: 

023 = «,/■, 03\ = ßtf, 012 = r,/; . . (8) 

Wir wollen nun annehmen, daß auf die drei Seitenflächen 
des Tetraeders wiederum homogen verteilte, aber rein normale 
Zugkräfte angreifen. Dieselben seien pro Flächeneinheit 
auf 02 3 . . . . «{, Richtung +S, Betrag S£, 

n 031 ....«,, „ +1J, „ 8,,, 

„ 012 .... «c, n +5. . St- 

Die resultierenden Kräfte, welche auf die drei Flächen wirken, 
haben dann die Beträge 

«lAt, ß,fsn, V,fH, (9) 
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imd wir wollen nunmelir diese Beträge ao bestimmeD, daß ihre 
öesamtwirkaiig gleich ist der ^Wirkung, welche die ursprünglich 
an der Fläche b c gegehene Kraft pt auf die Grundfläche f übte. 
Zu dem Ende müBsen offenbar die drei Komponenten von fp^ 
nach £,!],£ mit den in (9) aufgezählten Komponenten identisch 
sein, d. h.: 

p,cos»j,^ = ^,s,J (10) 

1»« cos ?,»•«= riS;.} 
Fuhrt man dieselbe Konstruktion au den Flächen ea und ab 
ans, so erhält man die weiteren sechs entsprechenden Gleichungen: 

p^ cos 1,1»^ = «jSi,j 

PyCosti,9, = ß,sA (11) 

PgCosi,9^ = j-jSc, I 
und 

p,eosi,if, = «gSi,! 

p,cos7i,p. = ß^sA (12) 

Ptcos J,p,= ns;-) 
Multipliziert man nan die erste Gleichung (10) mit «,, die 
zweite mit ß^ die dritte mit /i und addiert, so erhält man links 

p:r («1 cos I, »^ + J3, cos tj, V, + n cos e, 1»,) , 

und das ist 

Pj;(cos S, a; cos I, (Ii + cos ij, a; cos 1), (»a -f cos £, a: cos £, pa), 
also 

Px cos X, if^ oder pax. 
Die Operation ergibt also 

p„ = <Si + j3»s,, + y»sc (13) 

und mit zyklischer Fortsetzung 

p„ = ttisi + ß^s^ + y'st, 1 

p.. = aiSi + ß^s, + Y,'s:.i *■ ' 

Offenbar gelten Gleichungen mit denselben Koefäzienten für 
— p-xx, — J'-vir TUid — p-,f Fassen wir also nun wieder die 
einander gegenüberliegenden entgegengesetzt gleichen Kräfte der 
ersten Gruppe zu Spannungen zusammen und schreiben dann 
auch auf der rechten Seite St statt s,, so ei^bt sich 
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p.. = »?S£ + ft's, + r,'St,i 

F„ = «iSi + ß,'s, + r,'S:,\ (16) 

f.. =»• St + (),'«, + ?.'S:.I 
Multipliziert man die erste Gleichung (11) mit-«,, die zweite 
mit ßi, die dritte mit y^ und addiert, bo erhält mau: 
ji„ («B cos 1, 1»^ + /Sg cos II, V„ + yj cos {,(>») = a^atH + ßaßsSi + Yiyt^i- 
Hier steht links 

Pj(cOS|,jff(;0Si,*„+COS7J,«C0Sl),1)„+C(ls5,£CO8£,ll^) =p^COSg,py = Pf„ 
also mit zyklischer Fortsetzung: 

py, = atfhSs + ß,ßtSi + yinSi,'i 
p.^ = o,«,8f + ft(3,s, + ni'iS:, ■ • ■ ■ (16) 
Px, = ttiaiSi+ ßißiS-i + yiYiS-.i 
Multipliziert man die erste Gleichung (12) mit oS), die zweite 
mit ßt, die dritte mit y^, so findet sich auf dem gleichen Wege 
mit zyklischer Fortsetzung: 

p,y= atatSi + ßtßaS^ + y,YiSi: = py.,\ 
P,.=P.., ■ ■ ■ (17) 

Pv'=P^y- f 

Faßt man nun wieder p„„ p-y,, p,y und p-.y zu je einer 
Spannung zusammen, so ergibt sich analog wie oben: 

P„ = a,«.S|+^,^,S, + y,y,S;, ■ ■ ■ ■ (18) 
P,, = «, «, Sj -i- ft ^, S, + y. r, Sc. ) 
Die Gleichangen (15) und (18) sind die Transformatiooe- 
gleichangen für die uns beschäftigende Größe, und zwar geben 
sie die Transformation Ton den Achsen der f, ij, 5 auf diejenigen 
der X, y, z an. Sie stimmen vollständig nberein mit den Trans- 
formationsgleichungen des § 6 für einen Tensor, der ron seinen 
Hauptachsen auf irgend ein anderes rechtwinkliges Ächsensystem 
transformiert wird. Sie ergeben also den Satz, daß die Beträge 
der Spannungen sich transformieren wie die Glieder eines Tensors, 
und sie zeigen zugleich, daß iS|, £,,, Si; die Konstituenten dieses 
Tensors sind. 

Die bisherige Deduktion bezieht sich unmittelbar nur auf 
das unendlich kleine Tetraeder der Fig. 9 und die entsprechenden 
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kleinen Tetraeder, welche man sich auf den Flächen ca nnd ab 
hergestellt zn denken hat. Man kann aber jede von den Flächen 
6c, ea und ab TollBtändig und kontinuierlich mit derartigen 
kleinen Tetraedern überdecken, deren gleichnamige Achsen sämt- 
lich die gleiche Richtung haben, wenn man die eine Hälfte der 
Tetraeder konvex, die andere konkav macht. Also gilt die 
Deduktion für alle Elemente der Flächen bc, ca und ab; d. h. 
sie gilt für die Flächen selbst Hiernach kann man die sechs 
EinzeltenBoren n^^, a^y usw. zu einem dreiachsigen Tensor zu- 
sammenfassen, den wir proTisorisch achreiben: 



In dieser ZneammeuBtellung kann man noch tc^x statt s^^ usw. 
schreiben. Die rationellste Schreibweise erhält man, wenn man 
die Größen so zusammenstellt, daß in jeder Zeile die Kräfte, 
welche (siehe oben S.225, erste und zweite Gruppe) als bestim- 
mend angenommen sind, die gleiche Bichtung haben. Das iat der 
Fall, wenn man schreibt: 

n = \a^y ^yy n„ (19) 



In Gleichung (19) gibt die erste Marke an jedem der n an, 
an welchem Flächenpaar der betreffende Einzeltensor angreift, 
die zweite Marke aber gibt die Richtung der bestimmenden 
Kräfte an. 

Fallen die Achsen der x, y, e in die Richtung der |, ij, £, 
so fallen die Seitenglieder fort und es bleibt: 

KJJ 

3t,, (20) 

«tj. 

Mittels der vorstehenden Ableitung hat W. Voigt das „Tensor- 
tripel", unseren „Tensor", eingeführt. 
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lOS. IMateiuor fBr nicht Im Gleichgewicht befindliche 
Oberfiachenkrüfte. 

Das Parallelepiped and die homogene Kraftrertailung des 
Torigen Paragraphen werden beibehalten, auch sei zunächst die 
Resultante der Kräfte fi nach wie Tor Null. Wir wollen aber 
jetzt annehmen, das resultierende Moment der Kräfte ^ sei von 
Null Terschieden. Es bleiben dann offenbar sämtliche Zerlegungen 
des vorigen Paragraphen bestehen. Da durch das Verschwinden 
der Momente Gleichung (1) die Gleichheit der tangentialen Kompo- 
nenten und damit die Gleichungen f^y = j»„, usw. bedingt sind, 
so besteht die eintretende Änderung darin, daß diese Gleichungen 
jetzt nicht mehr gelten. Bildet man also -ganz wie im vorigen 
Paragraphen den Diatensor 



(1) 



so bestehen die Gleichnngen x^g = w^^ nsw. nicht mehr; 11 ist 
asymmetrisch. Man kann dann 11 nach der bekannten Gleichung 

..... (2) 



in Tensor und Antttensor zerl^en, und der Tensor ist identisch 
mit dem Spannungetensor ' des vorigen Paragraphen. Der Anti- 
tensor kann ersetzt werden durch den Vektor i) mit den Kompo- 



Diese bestimmen die Komponenten des überschießenden Momentes, 
welches das Parallelepiped zu drehen strebt, und zwar sind die 
drei Komponentenbeträge der gesamten auf die Flächen des 
Parallel epipeds wirkenden Momente: 



abchsci abchg, abch,. 

Sie sind positiv, wenn j)„, >- p,y usw. ist. Vergleiche den 
Drehungssinn in Fig. 8. Die additive Fundamentalzerlegung der 
Gleichung (2) teilt also das gegebene Kraftsystem ohne weiteres 
in spannende und drehende Knifte; der Diatensor (1) repräsentiert 
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Nimmt man ferner ua, daß auch die Resulttmte der Kräfte p 
TOD Null verscliiedei) sei, so erhält man ofteobar ander dem Dia- 
tensor noch eine Resnltante K, welche gleich der Summe aller p 
ist Es ergibt eich also für behebige homogene Oberflächenkräfte, 
die an dem Parallelepiped abc angreifen, eine Zerlegung, welche 
derjenigen^ der allgemeinen unendhch kleinen Bewegung voll- 
kommen analog ist Sie teilen sich in 

erstens eine ßesnltante, welche der Verschiebung des Punktes 
im § 59 entspricht, und 

zweitens in einen Diatensor. 

Dieser zerfällt wieder additiy in ein Moment und einen Tensor, 
den Spannungstensor. Im Falle des Gleichgewichts bleibt der 
letztere allein äbrig. 

Nfccli dem Vorigen lassen »ioh sag einem gegebenen System Ton Ober- 
fläobenkrftften die deformierenden Spananngen abtrennen und gesondert be- 
handeln. InfolgedoMOU ist die Elaetidtätslehre in der Lage, die Spannungen 
«0 ZD behandeln, als ob «ie allein vorhanden wären; sie behandelt also ihre 
Probleme in erster Linie als 61eiishgewiohtiaaf([Bben , and daher haben 
gerade fär sie die Tenioren eine besondere Wichtigkeit. 

lOS. AblSsung des Spannangsfensors von der speziellen Qe9talt 
des angegriffeaen Körpers. 

Die historisch bedeutsame Ableitung des Begriffes „Span- 
nungstensor" , welche in § 104 reproduziert wurde, ist in ihrer 
Gültigkeit beschränkt dadurch, daß sie auf einen Körper von 
bestimmter Form, das Parallelepiped der Fig. 7, zugeschnitten ist. 
Diese Beschränkung ist indessen leicht abzustreifen. Man denke 
sieb das Parallelepiped als körperliches Element eines elastischen 
Körpers, der äquilibrierten Oberflächenkräften unterliegt. Dann 
gut die Deduktion des § 104 für dieses Element, und der Satz, 
daß jeder Tensor sich auf drei rechtwinklige Konstituenten 
reduzieren läßt, liefert unmittelbar das Ergebnis: An jedem 
Ort 1 des afäzierten Körpers läßt sieb ein Volumenelement äfrJijt^E 
so legen, daß an ihm drei aufeinander senkrechte Einzeltensoren 
wirksam sind. Diese lassen sich ohne weiteres zu einem Tensor 

»££ 

3r„ 
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Täreinigen, der die „Hauptspaanungea" an der Stelle 1 darstellt 
Das Elementarparallelepiped dient dabei nur zur Fizierong der 
Kichtungen |, i], £; man kann es also auch nachträglich aus der 
Vorstellung fallen lassen und an seine Steile eine kleine Engel 
gesetzt denken; das EUipsoid mit den Uanptachsenrichtungen 
^9 ^) £• welches aus der Multiplikation der Engelradien mit 71 
hervorgeht, liefert dann durch sein Verhältnis zur Kugel die Vor- 
stellung von der Größe und der dreifachen Doppelrichtung des 
SpannungstenHOFB an der Stelle 1. (Dieses Ellipsoid hat übrigens, 
wie aus dem ersten Satze des nächsten Paragraphen hervorgeht, 
die Spezies eines Zusatzdebnungsellipsoids and ist nicht zu 
■verwechseln mit demjenigen Ellipsoid, welches die durch die 
Spannung hervorgebrachten Dehnungen angibt. Es repräsentiert 
unmittelbar nicht eine Deformation, sondern ein System von 
äqnilibrierteu Eräften.) 

107. Spezies und Klasse des Spannnngsfensors. 

I. Spezies. Soll die Wirkung eines Spannungstensors um- 
gekehrt, soll also Druck in Zug oder Zug in Druck verwandelt 
werden, so müssen die Eräftedupel, aus denen er sich zusammen- 
setzt, nicht reziprok, sondern negativ genommen werden. Also 
gehört er nach § 89 zur Spezies der Additivtensoren. 

II. Klasse. Der skalare Tensor (Diatensor) hat einen Sinn 
nur als symbolischer Faktor. Seine Glieder sind Skalare ohne 
Doppelricbtungen — die Doppelrichtungen der Hauptachsen sind 
erst dem ganzen Tensor, nicht seineu Gliedern zugeordnet. Läßt 
man ihn dabin degenerieren, daß seine Konstituenten einander 
gleich werden, so entartet die Multiplikation mit ^ zur Multi- 
plikation mit einem Skalar. Man ist daher berechtigt, den skalaren 
Tensor als „Ultraskalar" zu bezeichnen. 

Der Spannuugsteneor hat wesentlich andere Eigenschaften. 
Er existiert als Eombination von Vektordupeln, ohne als Faktor 
gedacht zu sein; er besteht für sich, ist also ein selbständiger 
Tensor. Die Glieder, aus denen er zusammengesetzt ist, sind 
Einzeltensoren, haben also an sich je eine Doppelrichtung. Läßt 
man seine drei Konstituenten einander gleich werden, so entartet 
er nicht zu einem Skalar, sondern zu einem Spaunungssystem, 
welches nach allen Richtungen gleichmäßig zieht oder druckt. 
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Wollte man für ihn also eine BeneuDung schaffen, die dem Worte 
Dltntakalar ganz analog ntre, so müßte man ihn einen „Ultra- 
doppelvektor" nennen. Deshalb imrden oben seine' Glieder mit 
dem griechischen Bnchstaben jr geschrieben. 

Wir haben demnach zwei Klassen von Tensoren zu unter- 
scheiden: Erstens die unselbständigen oder tlltraskalare und 
zweitens die selbständigen oder, wie wir sie nennen wollen, die 
vektoralen') Tensoren. Selbständigkeit und vektorale Beschaffen- 
heit sind hiernach die Merkmale, welche unser i7 von dem 
früheren (& unterscheiden. 

Einen vektoralen Tensor II etwa mit einem Vektor in der 
Weise zu multiplizieren, wie man aus dem skalaren •!> und einem 
Vektor u das Produkt d^u bildet, ist undenkbar; da 77 aus Vek- 
toren zusammengesetzt ist, könnte nur etwa ron Kombination mit 
tp in den Formen der skalaren oder Tektoriellen Multiplikation 
die Rede sein; wohl aber ist ein Produkt 017 oder <P~'J7 denkbar. 

lOS. Verallgemeinerung auf beliebige Vektoren; Charakter. 

Die Erwägungen, welche zur Bildung des Begriffes Spannungs- 
tensor führten, beruhen in letzter Linie auf den bekannten Zer- 
legungseigenschaften der Kräfte. Da nun alle Vektoren dieselben 
Zerlegungseigenscbaften haben, bleiben die in § 104 ff. gezogenen 
Schlüsse unverilndert., wenn man an Stelle des Wortes „Kmfte" 
das allgemeinere Wort „Vektoren" setzt 

Ein einfaches Beispiel erhält man, wenn mau sich statt der 
Kräfte Kraftmomente eingesetzt denkt. An die Stelle des Span- 
nungstensors tritt dann ein Drillungstensor. Wir beschränken 
die Betrachtung auf einen Einzeltensor, da, was für diesen gilt, 
sich ohne weiteres auf die Konstitueuten eines Tensors über- 
trafen läßt Denkt man sich (vgl. Fig. 10) au den Enden einer 
Strecke, die der bequemen Zeichnung wegen in die :r-Ach36 gelegt 
sei, zwei Kräftepaare tou entgegengesetzt gleichem Moment gegeben, 
so bilden diese einen Einzeltensor. Wie die Zweiseitigkeit des 
aus zwei Kräften zusammengesetzten Tensors sich dadurch äußert, 
daß dem Beobachter, der von der Verlängerung des Systems aus 
auf dasselbe hinschaut, immer eine Spitze zugekehrt ist, einerlei, 

') Das Wort „vektoriell" wird vermiaden, weil man es im aUgemeiseo 
für einaeitig gerichtete Gr5D«ii gebrauoht. 
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ob er Ton den poBitiveD oder von den negativen x aus blickt, 
so äußert sich die Zweiseitigbeit des Systems der Fig. 10 darin, 
daß das nächstgelegeae Ende dem Beobachter als linksdrehend 
erscheint, einerlei, ob er Ton den entfernteren positiven oder von 
den entfernteren negativen x aus auf dasselbe hinblickt. 

Kräfte sind polare, Momente Bind axiale Vektoren; man kann 
diesen GharaktertinterBchied in der Benennung des Tensors zum 
Ausdruck bringen. Dabei sind indessen zwei Wege möglich: 

1. Man schreibt dem Tensor willkürlich denselben Charakter 
zu, den die Vektoren haben, ans welchen er gebildet wird; dann 
ist z. B. ein Kräftetensor als polar, ein Momententensor als axial 



Fig. 10. 



->-■ 



zu bezeichnen. Dies 
ist die von W, Voigt 
gegebene Benennung. 
2. Man untersucht 
nicht das Verhalten 
der einzelnen Vektoren, 
aus welchen der Tensor y 
besteht, sondern das- 
jenige des Gesamttensors und fragt, ob an ihm eine Änderung be- 
merklich wird, wenn man die drei Koordinatenachsen umkehrt Da 
ergibt sich : Der einfache Doppelpfeil, der einen aus zwei polaren 
Vektoren zusammengesetzten Tensor darstellt, bleibt in seinen 
Beziehungen zum Koordinatensystem offenbar unverändert, wenn 
man das letztere umkehrt; es liegt stets eine Spitze in der 
positiven, die zweite in der negativen Hälfte der x-Achse und die 
beiden Spitzen sind nicht voneinander zu unterscheiden. Anders 
verhält sich ein Tensor, der aus axialen Vektoren zusammen- 
gesetzt ist: In Fig. 10 liegt, da wir Rechtshändigkeit voraussetzen, 
die Achse der e vor (hei horizontaler Lage der Zeicbnnngsebene 
über) der Zeichnung: Auf der positiven Seite dreht also das ein- 
gezeichnete Moment (auf dem kürzesten Wege) von der Achse der 
y zu der Achse der e hin. Kehrt man alle drei Achsen um, so 
verwandelt sich die eingezeichnete positive y-Achse in ihr Spiegel- 
bild an der a;^-Ebene und die «-Achse liegt hinter (unteriialb) 
der Zeichnung. Es liegt also dann der gekrümmte Pfeil, welcher 
auf der linken iSeite unserer Figur gezeichnet ist, auf der positiven 
Hälfte der :r-Acbse und dreht von -|- ? nach +y hin. Nennt man 
den Einzeltensor der Figur positiv, so ist er nach Umkehrung der 
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KoordinateDacliBeii negativ geworden. Geht man aleo von den 
Eigenechaften dea Gesamttensors aoa, so kommt man zu der um- 
gekehrten Benennung wie im ersten Fall: Ein ans polaren Vek- 
toren zusammengesetzter Tensor wäre als axial, und ein aas 
axialen Vektoren zusammengesetzter Tensor wäre als polar zu 



Die Auswahl zwischen beiden Verfahren ist willkürlich; das 
letztere scheint logischer, weil das Adjektiv „polar" oder „axial" 
in der gewöhnlichen Redeweise dem „Tensor" beigefügt wird; 
das Vorstehende zeigt jedenfalls, daß man bei Benutzung der 
Ausdrücke axialer und polarer Tensor angeben muÜ, in welchem 
Sinne sie gemeint sind. 

Mbji bemerke, daH der Klaaeenuatertcbied lioh ancb hier geltend macht. 
Ein STmboliaaher Faktor 4> kann nur skalar oder peendoekalar sein, polar 
oder axial igt erst dai mit ihm gebildete Produkt ^U; der Belbetändige 
Tensor fl ist an sich polar oder asiaL 



109. 2ur Algebra der vektoralen Tensoren. 

Da die Glieder der skalaren Tensoren skalare, diejenigen der 
vektoralen Tensoren aber doppelt gerichtete Größen sind, gelten 
die für die ersteren bewiesenen Sätze keineswegs ohne weiteres 
für die letzteren. Doch vereinfacht sich die Sachlage dadurch, 
daß in zwei vektoralen Tensoren, die auf das gleiche Koordinaten- 
system bezogen sind, die entsprechenden Glieder dieselbe Doppel- 
richtung haben. 

L Addition. Daraus folgt zunächst, daß sie algebraisch 
addiert werden können and daß diese Addition der geometrischen 
Addition der Kräf tesjsteme , aus welchen sie entstanden sind, 
entspricht, also ergibt sich der Satz: 

Vektorale Tensoren, die in demselben Koordinatensystem 
gegeben sind, addiert man wie skalare, indem man die ent- 
sprechenden Glieder addiert. 

IL Multiplikation mit einem Skalar. Ebenso leuchtet 
ein, daß, wenn man sämtliche Vektoren eines Systems mit dem 
Skalar m multipliziert, auch ihre Komponenten und die aus diesen 
zusammengefaßten Großen mit m multipliziert werden. Also folgt: 
Man multipliziert einen vektoralen Tensor mit einem Skalar m, 
indem man seine Glieder einzeln mit m multipliziert. 
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III. Mnltiplikation mit einem skalareo Tensor. Es sei 
T ein skalarer und n ein Tektorftler Tensor; die Bedeutung des 
Produktes Tu soll ermittelt werden. Man bat sich jeden einzelnen 
der Vektoren p, aus welchen das System 77 besteht, mit T multi- 
pliziert zu denken. Wir greifen tad die in § 101 gegebenen Zer- 
legungen zurück und betrachten etwa die Kräfte, welche auf die 
Flächen 6c+ und 6c_ wirken. Nach dem Satz 
T9+Tm= r(u -I- w) 

können wir annehmen, diese Kräfte seien, ehe die Multiplikation 
vorgenommen wird, bereits auf ihre Resultanten reduziert, können 
also die Multiplikation an diesen Resultanten Tomehmen. 
Wir erhalten dann pro Flächeneinheit 

an fc<;+ die Kraft rp^ mit denKoiiiponeiit.nl>etrKgen(T|,^^, ITp^^, Cp^),. 
„ be_ „ , Tlß_^ „ „ , (Tp_^^,(Tp_J^,(Tp^J,. 

Ist T = 0|t,f,g}, so sind diese Beträge (fx = e^ usw.): 
X, = i^p^)x = e,p,« + eyp^„ + e.px., 

X. = (<Pp,), = g^p^^ + gypxy + g.p^., 
X_, = (Op-,), = e^p-^. + ^vP-»!, + e.p- 

X-, = ^.P_„ + fyP-.y + f.P^.., 

X_. = (7^p_„ + är„p_,^ + 5,p_,.. 

Man ersieht hieraus zunächst: Wenn, wie vorausgesetzt, 
p_p, = — pp,, so ist auch 'Pp-^r = — ^P»m d. h. die Kräfte 
haben auch nach der Multiplikation mit ^ die Resultante Null. 
Es läßt sich demgemäß die auf die Flächeneinheit entfallende 
Kraft Xx mit der Kraft X_c wieder zu einem Einzeltensor zu- 
sammenfassen, und da offenbar in y iind e dasselbe gilt, erhält 
mau mit zyklischer Fortsetzung: 

In + a: den Einzeltensor Tli'a vom Betrag 2 (fix pii4- Cy Pj„+ e,pj ,), I 

„±e „ „ n;, „ „ ^(3:.p.:.+9yp.y+g.p..)-\ 

Zur Ergänzung stellen wir noch die Posten r, ^ i^PiiU '''^^■ 
her. Man findet leicht 



(1) 



■ab, Google 



§ 109, Algebra der vektoralen Tentoren. 






r. 


= ».1'» 


. + J.P., + S.P... 


r. 


= ?^p- 


,. + ».y-., + j.i> 


z. 


= «.!>, 


+ «„ft, + cp.., 


Z-. 


= «.11- 


..+''.p-.. + i'.p- 


z. 


= Ut.. 


+ /',ji., + /'.p.., 



(3) 



■2'-» =/':ri>-z, + /■„?-,„+/;?-, 

Di6 GleichuDgeD (1) und (2) beBtimmen drei auf die Flächen- 
einheit reduzierte Gruppen von je zwei Kräften, die im Anschluß 
an die links gegebenen kürzeren Bezeichnungen als X, Y, Z und 
X_, r_, Z- zu bezeichnen sind. Von den 18 Komponenten der- 
selben sind 6 durch die Bildung yod (2). ausgeschieden. Von den 
übrigen 12 betrachten wir im Anschluß an Fig. 8 diejenigen, 
welche senkrecht auf der ^-Richtung stehen, also 'S., und X_,, 
Z^ und Z^x. Die beiden ersten wirken an hcj^ und hc-, repräsen- 
tieren also für die ganze Fläche die Werte 6cX, und äcA_,. Sie 
bilden ein Kräftepaar Tom Arm a, repräsentieren also (zum Vor- 
zeichen Tgl. Fig. 81) 

das Moment — a 6 c 2, j. 

Entsprechend liefern Z^ und Z—x an den Flächen ai+ and ah- 

das Moment -j-abcZ^j. 

Zusammen liefern sie also zwei Momente, die auf ihrer in die 
^•Kichtung fallenden Achse nach der negatiren und positiren 
Seite hin abzutragen sind, und die, wenn sie wieder auf die 
Flächeneinheit und zugleich auf die Einheit desAbstandes reduziert 
werden, die Betrage X, und Z^ bei entgegengesetzter Richtung 
haben. 

Das gleiche gilt für die Kräfte, welche senkrecht auf der 
X' und auf der .;- Achse stehen; man erhält also im ganzen die 
drei Dupel Y, und Z^, Zx und X,, X^ und Y«, welche den 
Größen p^, und p,y usw. in § 104 entsprechen. Während aber die 
letzteren einander paarweise gleich sind, sind die hier auftretenden 
Größenpaare wie Y, und Z^ nach den Gleichungen (1) und (3) 
ungleich. Sie liefern also, wenn sie zusammengefügt werden, 
nicht ohne weiteres einen Tensor, vielmehr ergibt sich ans ihrer 
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ZusammeiifDguDg aach § 10& ein Diftteusor, der räch ans Tensor 
und AntiteiiBor zusammeiiBfltzt. Der Antitensor laut sich ohne 
weiteres ans der Anschauung bestimmen. In dem Beispiel der 
Fig. 8 liefern die beiden entgegengesetzt gerichteten Momente Zx 
und X, ofienbar ein iiherscbießendes Moment vom Betrage 
Zx — X,. Dag entsprechende gilt für die Momentenpaare Y, 
und 2g, X^ und Y^. Diese drei überschießenden Momente sind 
die Komponenten eines Vektors m, wo 

« = (y,-z,)i + (z.-x,)i + (x,-r,)(, . . . («) 

und dieser Vektor ist äquivalent mit dem Aotitensor 
j Yx~Xy Zx-S, 

jXy-r. Z^—Y. (5) 

\x. — Zx Y, — Zy 0. 

Diesem Antiteosor entspricht der Tensor 

\Xg+ Yx 2Y, Zy+Y. (6) 

[X. + Ü. Y, + Z, 2Z., 
und beide lassen sich zusammenfassen in einen Diatensor mit 
den Beträgen 

i2X^ 2Y^ %Zx 

2 X^ lYg IZg (7) 

(SX, 2r. 2Z.. 

Dieser Aaedruek enthält nur Beträge als Glieder. Er rechtfertigt die 
!□ g 101 aufgestellte Behauptaug, daß der Betrag eiuei EinielteoBora = 2v 
zu setzen ist, wenn derselbe ant den Vektoren D und — 1> entsteht. Denn 
stellt Tnan, von (7) Busgehend, rüekwärtB den Vektor m dar Gleichung (4) 
her, 90 suhsummiert sich das Verfahren nur dann den im ersten Teil ge- 
gebenen Regeln über die Beziehungen zwischen einem Antiteosor und dem 
eotaprecheaden Vektor, wenn man eben die in (7) gegebenen Werte zu- 
grunde legt. 

Dabei ist in (5) und (6) die Tatsache noch nicht zum Aus- 
druck gekommen , daß die SeitengÜeder ebensowohl wie die 
Diagonalglieder eine bestimmte Doppelrichtung haben. Um dieses 
auszudrücken, setzen wir analog zu der Zusammenstellung (2): 
i7^a = Ylx-\-X^ mit der Doppelrichtung z, 1 

jy;^ = z, -h r. „ „ „ x\ ■ (8) 

J7;, = z. + X, „ „ „ j, I 
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und kehren die Reihenfolge der Marken aof der linkes Seite 
dieser Gleichungen um, wenn die Beiheafolge der Summanden 
auf der rechten Seite umgekehrt wird. Dann ergibt sich als 
Schlußresultat: 



Tn = ] n;, n;, m, + 
[m, n;, n:. 


r.-x, 

X,-Z, T,-Z, 


Z.-X. 
Z,-I. 




mit der Bedingung: 


= n;„ m. = ni. 





(9) 



Man denke eich nun die Betrüge der Glieder von 11 in 
enneadischer Zusammenstellung hingeschrieben, dann nimmt das 
uns beschäftigende Produkt die Form an: 

Ie^ ey e. jp,« p,, p„ 
A Ar. /■-■2|p., Pv» P.V (11) 

Führt man die Multiplikation nach der für skalare Diatensoren 
gültigen Begel aas und bezeichnet die Glieder des Produktes in 
der üblichen Reihenfolge mit tu, ^i, usw., so ei^bt sich: 
"(,, = 2(e„p„-f e,p^j-j-c,p„),| 
Ut = 2(e^py, + <VJ>»r + «.PiF.)-l . 
/.. =2(/xj)„+/-,p.v + /".J'»)| 
usw. ' 

Der Vei^leieh zeigt, daß 

(ii = 2X„ i,, = 2r,, (,, = 2X„usw. . . (13) 

Außerdem sind diese Beträge mit denselben Doppelrichtungen zu 
denken, die den entsprechenden Gliedern des vektoralen Tensors 11 
zukommen, also ergibt sich der 

Schlußsatz: Das Produkt aus einem skalaren und einem 
vektoralen Tensor ist nach demselben Schema her- 
zustellen, welches für die Multiplikation von skalaren 
Diatensoren gilt 

(Die Bedingungen e^ = /"„ usw. wurden bei der Ableitung 
dieses Satzes nicht in Anspruch genommen, also gilt er auch für 
die Multiplikation von II mit einem allgemeinen Diatensor.) 



(12) 
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War der Tensor 73 toh Tornherein aaf eeine Hauptachsen 
bezogen, so sind seine Seitenglieder XuU, und es bleibt unter 
Berücksiclitigung der Bedingungen e^ = /", uaw. 

X = e,pj^, Y. = f.p^^, Z, = g.p^^.j 

Die Asymmetrie dieser Ausdrucke zeigt auf die einfachste 
Weise, daß das Produkt TJl im allgemeinen asymmetrisch ist. 
Fallen aber die Hauptachsen von T mit denjenigen yon 77 zu- 
sammen, so ist Cj; = e, /"j = f, g, = g, and «, usw. sind Null, 
also bleibt in diesem Fall 

Iejrjj 
t) fn^^ (15) 
ga:;. 
Das Ergebnis entspricht demjenigen, welches sich bei der 
Multiplikation skalarer Tensoren miteinander herausstellt: T77 ist 
dann und nur dann ein Tensor, wenn die HauptachBen der beiden 
Faktoren zusammenfallen. 

IV. Weitere Folgerungen. Aus dem obigen Schlußsatz 
ergibt sich sofort die Gültigkeit derjenigen Folgerungen, welche 
auf der analytischen Form des Produktes zweier Tensoren beruhen. 
Insbesondere folgt, daß man einen gegebenen vektoralen Tensor 
als Produkt ans einem vorgeschriebenen vektoralen Tensor und 
einem zu bestimmenden skalaren Oiatensor darstellen kaim. Soll 
dieser Diatensor ein Tensor sein, so müssen die Achsen des tot- 
geschriebenen vektoralen Faktors mit denjenigen des gegebeneu 
Produktes zusammenfallen. Die Mittel zur Ausrechnung des 
skalaren Faktors liegen auf der Hand. 

110. Die Klasse der physikalischen Eigenschaften von Kristallen. 

Wir setzen voraus, die in Betracht gezogenen Körper seien 
fest und homogen. Wir halten uns femer an die Begriffe der 
klassischen Physik. Die Großen, welche die physikalischen Eigen- 
schaften der Materie charakterisieren, sind dann zum Teil un- 
abhängig von der physikalischen Konstitution des Körpers, an 
dem sie in die Erscheinung treten. (Beispiel Masse.) Und wo 
das nicht der Fall ist, sind sie zum Teil derart, daß sie nur die Ver- 

Bodde, lunaran n. Diaden. ^g 
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bindimg zwüchen zwei Skalareo berstellen. (Beispiel: Eapazitäts- 

, „ Masse ,^- , , , Wännezufuhr 

eieenecbaiten wie s-j— i— = Dichte, «der f^ 7 ~rzr~ 

° VolumeD lemperaturzunahme 

= spezifische Wärme unter den Umständen der Zufuhr). Der- 
artige Größen haben für die Tensorentheorie kein Interesse. 

Dagegen gibt es andere, welche die Verbindung zwischen 
gerichteten Größen herstellen. Wir betrachten zunächst Körper, 
die niefai nur homogen, sondern auch isotrop sind, dann sind die 
grundlegenden Größen die fönenden: 

„,.. , .. ^., . , .. Dichte des Wärmestroms 

Warmeleitungstahigkeit ■ • = — f^ — ..;,, ■ — , 

" '^ lemperaturgeralle 

_ , 1 ,,. . , Lichtffeschwindigkeitim Vakuum 

Brechungskoeffizient . . ■ = , . , ° ■ . , , °. .. . — ^rr. , 

° Lichtgeschwindigkeit im Korper' 

_, , , , , . Dielektrische Polarisation 

DielektnzitatBKonstante • ■ = —f^TTT- — l — ,:. .. ^ - , -. 

lilektnsche lieldstarke 

,.,. , , .. -.., ■ , .. Stromdichte 

Oh»i.ohe Leitungrfahigkeit = Eiektmche Feldütärke ' 

„ , .,.,.., Magnetische Induktion 

Permeabilität = 5^—2 — - — : -,, , , ^.. , ■ 

Magnetische Feldstärke 

In den BÜmtlivhen pfafBikslischen Eigen adiaften steckt, wie bekannt, 
noch ein willkürlicher Z^hlenfaktor, der aber dnrch passende Wahl der 
Einbeiten auf den Wert I gebrauht werden kann. Außerdem kann man 
überall die reziproken Werte ') der auf den linken Seiten angegebenen Größen 
auch als physikalische Eigens ctiatten definieren ; der Sprach gebrau eh in dieser 
Beziehung hat sich durch zufällige Gewöhnung auagebildet. Wahrend man 
t. B. bei der Elektrizitfctsleitung ganz allgemein neben und vor der Leitungs- 
fähigkeit ihren reziproken Wert, den , Widerstand", benntit, ist der »Wider- 
stand gegen Wärmefluß" nicht in Gebranch gekommen. 

Mit einer leicht verständlichen Erweiterung des Begriffes 
Ursache und Wirkung, indem unter Ursache auch die „Ver- 
anlassung" einbegriffen ist. laßt sich die Torstehende Aufzählung 
in den Satz zusammenfassen : Die Ursache mit der physikalischen 
Eigenschaft multipliziert ergibt die Wirkung, Die Wirkung kann 
dabei dieselbe Dimension oder auch eine andere physikalische 
Dimension haben wie die Ursache; im ersten Fall hat die physi- 
kalische Eigenschaft die Dimension einer reinen Zahl, im anderen 



') Im folgenden nicht mehr hervorgehoben; die entsprechenden Er- 
gänzungen sind »elbstverBtändlieh. 
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hat sie eine von Null Terschiedene Dimeosioii, die aber ihre 
Eigenschaft als Skalar nicht beeinträchtigt. 

Auch physikalische Eigenschaften, die sieh von Tomherein 
nicht in Form einer linearen Gleichung zwischen „Ursache" and 
„Wirkung" präsentieren, falten bei näherer BerachtiguDg unter 
dieselbe Form. Die Absorption, welche ein Energiestrom beim 
Eindringen in einen Körper erföhrt, wird in der Regel dargestellt 
durch eine Crleichang J^J^tr-''*, wo x die Tiefe des Ein- 
dringens und "k der Absorptionskoeffizient ist Diese Gleichung 
läßt sich eben sowohl logarithmisch darstellen in der Form 

logJ = logJ^ — kx. 
Als die Größe, von der die Absorption abhängt, also als die 
„Ursache" in dem etwas verallgemeinerten Sinne des Vorigen, ist 
hier die Tiefe x des Eindringens anzusehen, und damit ergibt 
sich die Gleichung 

., .. , ci- ■ . Abnahme des Logarithmus der Strömung 

Absorptionskoetnzient = — — =^-j^ — ^ — „. , . — -• 

^ liefe des iiimdnngens 

Gewisse Größen, wie die Wärmeausdehntmg, die immer nur 

an dreidimensionalen Körpern beobachtet werden können, lassen 

sich rein mathematisch in Elongationen nach drei aufeinander 

senkrechten Richtungen zerlegen; man gelangt dadurch zum 

Begriff der hnearen Ausdehnung und zu den Gleichungen : 

, , . 1 , ..-.-. Lineare Ausdehnung 

Linearer Ausdehuunffskoeitizient = if. - ; ■■ — ■■ ; ■ ■ . 

° i emperaturzunahme 

, , T-i .- -.■-. 1 *,■ ■ j. Einseitige elastische Dehnung 
Lmearer Elastizitatskoeitizient = - - °- -„ -, — ., — — -h. 

Zugkraft 

(In der letzten Gleichung kann der Elastizitätsmodul als reziproker 
Wert an die Stelle des Elastizitätskoaffizienten treten.) 

Man ersieht aus dem Vorstehenden, daß die Größen, welche 
irgend eine grundlegende physikalische Eigenschaft bestimmen, 
für homogene isotrope Körper oder Körperelemente sämtlich 
Skalare sind, und zwar skalare Faktoren, welche mit der 
Uraache multipliziert die Wirkung ergeben. Sie haben Existenz 
nur als solche Faktoren, und wenn keine Ursache vor- 
handen ist, zu der sie als Faktor dienen können, so treten 
sie überhaupt nicht in die Erscheinung. 

Läßt man nan die Annahme der Isotropie fallen, setzt also 
voraus, daß man mit kristallinischen Körpern zu ton hat, so 
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214 § 110. Phy»ikalit(M Eigemchaften der Krialalle. 

werden die Faktoren, die mit dem Vektor „Ursache" zu verbinden 
sind, verschiedene Werte annehmen, wenn die „Ursache" ver- 
schiedene Richtung annimmt. Aus den ekalarea Faktoren werden 
also im einfachsten Fall Tensoren, aber auch diese Tensoren 
existieren nur als symbolische Faktoren, welche die Multiplikation 
nach drei aufeinander senkrechten Richtungen zusammenfassen, 
und sie haben ebensowohl wie die bei isotropen Körpern auf- 
tretenden Skalare einen Sinn nur als Faktoren, und daraus folgt : 
Die Tensoren, welche physikalische Eigenschaften der 
Kristalle darstellen, sind nicht selbständige, sondern 
skalare Tensoren. 

In § 105 wurde darauf hingewiesen, daß ans einem System 
beliebiger Kräfte, die an einem Körper tätig sind, diejenigen, 
welche im Gleichgewicht miteinander stehen, sich absondern ond 
durch einen Tensor darstellen lassen. Dementsprechend werden 
die Elastizitätseigeuschaften stets als Gleichgewichtseigenachaften 
behandelt. Dasselbe gilt für die sämtlichen physikalischen Eigen- 
schaften, von denen oben die Rede war. Man nimmt an, daß in 
weitgehender Annäherung die physikalischen Eigenschaften eines 
Körpers durch seine etwaige Bewegung, mag diese nun von vorn- 
herein gegeben oder durch überschießende Resultanten und 
Momente verursacht sein, nicht geändert werden. Yektorielle 
Agentien, die etwa durch die Bewegung seihst ausgelöst werden 
(z. B. Zentrifugalkräfte), stellt man als besondere Vektoren in 
Rechnung. Dann hat man für die Deutung der Beobachtungen 
in erster Linie nur mit denjenigen physikalischen Eigenschaften 
zu tun, welche sich im Zustande der Ruhe und des Gleichgewichts 
beobachten lassen. Daher, daß diese sich in vielen Fällen durch 
Tensoren beschreiben lassen, kommt es, daß gerade die sym- 
metrischen TeüBorenausdrücke in der Physik eine besonders hervor- 
ragende Rolle spielen. 

In der neueren Physilr ist es denkbar gewordeo, daß die vorstehend 
erwähnt« Annahme aQoh in den einfachsten Fällen nicht sti'eng richtig iit, 
daü vielmehr alle physikalischen Eigenschaften dnrob Bewegang modifiziert 
werden. Während z. B. in der klaBsischen Mechanik die Masse (TrägheitB- 
koetfizient) als unveränderliche Eigenschaft eines bestimmten Quantums von 
Materie definiert ist, führen neuere Erwägungen derauf, daß bei einem be- 
wegten Körperteilcheu zwischen longitndinaler und transversaler Masse zu 
ontericheiden ist. Ist in gewissen Koordinatensystemen, auf deren Charak- 
terisierung hier nicht näher eingegangen werden kann, ein Massenteilcbeo 
in Ruhe, so hat es angreifenden Kräften gegenüber eine bestimmte „Enhe- 
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§ 110 «. 111. Fhj/eikaligche Diatentoren; BegriffserfBeiterwngen. 345 

mBaae" in« ; wird es von einer rein varachiebenden Kraft f affiziert, ao hat es 
die BeBcUennignng — - lat es aber in Bewegung begriffen, etwa in der 

Richtung der x, so tritt für eine Beschleunigung in der Richtung r an die 
Stelle von «to ein anderer Diviaor, die „longitudinale Maessi'' m,. Für eine 
Beecblennigung aber, die aenkrecht anf o- ateht, tritt an die Stelle von m^ 
als Diviaer die „tranaveraale Masae" m,. Nach der Theorie von Einstein, 

welohe die einfachaten Formeln liefert, ist, wenn v = -j- und c die Lioht- 
geach windigkeit ist. 



Bezogen auf ein Koordinatensjstem, deeeen Achse der x in die Richtung der 
gerade vorhandenen Geach windigkeit fällt, erscheint also die Uaaae ata ein 
Formaltentor 



(v,.-,V 



Sind die Erwägungen, welche zu derartigen Formeln führen, richtig, 
Eo ist höubst wahrBcheinlich, daß aaoh andere physikalische Eigenschaften, 
die im ruhenden homogenen isotropen Körper durch reine Skalare aus- 
gedrückt werden, zu Tensoren oder Formalteneoren werden, sobald der 
Körper sich in Bewegung befindet. In Kriatallen würden dann diejenigen 
Eigenachaften, die schon in der Ruhe durch Tensoren dargeatellt werden, 
dargestellt sein durch die Überlagerung zweier Tensoren, von denen der 
eine die Ruheeigenschaft dea Kriatallelementee wiedergibt, der andere anf 
der Bewegung beruht. Sie werden also, da die Richtung der Bewegung 
zufälKg ist, im allgemeinen nicht mehr durch Tensoren, sondern durch 
Diatensoren dargestellt werden. Diese Bemerkung hat Interesse für die 
mathematische Theorie; die Modifikation, welche die Bewegung hervorbringt, 
ist für tellurische und terrestrische Geschwindigkeiten meist ao klein, daß sie 
sich für lange Zeit der Beobachtung entziehen wird. 



Schlußkapital. 

111. Hinweise auf feraere Begriffserweiterungen. 

L Die Erörterungen dieses Buches beschränken sich auf den 
dreidimensionalen Raum. Eine Erweiterung der behandelten Be- 
griffe ergibt sich, wenn man sie auf Käume von mehr als drei 
Dimensionen anwendet. Speziell die Anwendung auf vier Dimen- 
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Bionen bat durch die Arbeiten ron Minkowski erhebliche 
Wichtigkeit erhalten. Man sehe dazu die im LiteratarrerzeichmB 
ervätmten Schriften tod A. Sommerfeld and M. Laue. 

IL W. Voigt bat eine Begriffserweiterung nach anderer 
Richtung angegeben und benutzt. Er unterscheidet Großen, die 
sich transformieren wie die Koordinaten, solche, die sich trans- 
formieren wie die Quadrate und Produkte «weiter Dimension, 
dann weiter solche, die sich transformieren wie höhere Potenzen 
der Koordinaten. Wir wollen sagen, daß die betreßende Grö&e 
vom nteu „Range" ist, wenn sie sich transformiert wie eine 
Kombination «ter Dimension der Koordinaten, Die Größen erst«) 
Banges sind dann Vektoren, die symmetrischen zweiten Ranges 
sind die Tensoren, diejenigen dritten Banges nennt Voigt Tri- 
Tektoren, diejenigen vierten Banges Biteusoren. Die Größen ersten 
bis Tierten Banges finden in der Kristallphysik weitgebende Anwen- 
dung. Neuerdings hat M. Grossmann (siehe Literaturrerzeicbnis) 
eine noch weitergehende Verallgemeinerung angegeben. Er be- 
zeichnet Größen beliebigen Banges als „Tensoren", so daß auch 
die Vektoren, Trivektoren und Bitensoren der Benennung „Tensor" 
subsummiert werden; die VeraUgemeinerung besteht darin, daß 
seine Definitionen sich auf Gebilde «ten Ranges im nt-dimensionalen 
Baum erstrecken. 
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